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Die Quantenelektrodynamik (QED) als Theorie der Wechselwirkung zwischen Elek-
tronen, Positronen und Photonen ist die bisher am besten u¨berpru¨fte Quantenfeld-
theorie. Ist die Wechselwirkung schwach, wie dies in der QED der Fall ist, bedient
man sich zur Berechnung von Streuquerschnitten sto¨rungstheoretischer Methoden,
welche die U¨bergangsamplitude nach Potenzen der Kopplungskonstante α (Sommer-
feldsche Feinstrukturkonstante) entwickeln.
Die QED entha¨lt zuna¨chst in jeder Ordnung Sto¨rungstheorie divergente Stu¨cke.
Trotzdem ist eine Divergenzen enthaltende Theorie akzeptabel, solange diese nicht
in theoretischen Vorhersagen u¨ber experimentell zuga¨ngliche Gro¨ßen erscheinen. In
der renormierten Theorie treten tatsa¨chlich nur physikalisch beobachtbare Gro¨ßen
auf, siehe z.B. [7]. In der renormierten QED sind dann die Strahlungskorrekturen
beliebiger Ordnung endlich und ko¨nnen im Prinzip mit beliebig hoher Genauigkeit
berechnet werden. Den Erfolg der renormierten Sto¨rungstheorie in der QED beweist
die exzellente U¨bereinstimmung von theoretischer Vorhersage und Experiment, wie
beispielsweise die Beobachtungen der Lamb–Shift und des anomalen magnetischen
Moments des Elektrons zeigen.
In einer Theorie mit masselosen Feldern, wie das Photon der QED und das
Gluon der QCD, bleiben auch nach der Renormierung infrarote Divergenzen beste-
hen, welche sich aber in physikalisch beobachtbaren Prozessen aufheben. Koppelt
das masselose Feld mit einem anderen masselosen Feld, wie das Photon mit einem
(in erster Na¨herung masselosen) Fermion, oder mit sich selbst, wie das Gluon, dann
gibt es eine weitere Singularita¨t, die sogenannte kollineare Singularita¨t. Selbige tritt
auch im Hochenergiegrenzfall m  E bei kollinearer Abstrahlung eines masselosen
Teilchens von einem leichten Teilchen der (gegen E vernachla¨ssigbar kleinen) Masse
m und Energie E auf und wird daher auch als Massen–Singularita¨t bezeichnet.
Sei p der Impuls des abstrahlenden leichten Teilchens, p2 = m2, k der des abge-
strahlten masselosen Teilchens, k2 = 0, dann wird der in der U¨bergangsamplitude
auftretende Propagator mit Nenner
(p− k)2 −m2 = −2(pk) = −2EQ(1− β cos θk)
singula¨r fu¨r verschwindende Energie Q → 0 des Teilchens mit Impuls k. Im Li-
mes verschwindender Masse m und somit Lorentz–Faktor β → 1 geht der Propa-
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gatornenner gegen Null, wenn ~k kollinear zu ~p ist. Eine derartige U¨bergangsam-
plitude entha¨lt also je nach betrachtetem Phasenraumbereich sowohl infrarote als
auch kollineare bzw. Massensingularita¨ten. Im totalen Wirkungsquerschnitt mani-
festieren sich beide Divergenzen durch typische weiche und kollineare Logarithmen




fu¨r jedes abgestrahlte masselose Teilchen.
Die physikalisch beobachtbaren Prozesse gehen einher mit der Abstrahlung ei-
ner unbestimmten, da nicht detektierbaren Zahl weicher Photonen, so daß ein von
einer beliebigen Anzahl weicher Photonen begleitetes Elektron nicht von einem
einzelnen Elektron zu unterscheiden ist. Die theoretischen Vorhersagen fu¨r Wir-
kungsquerschnitte, welche derartige weiche entartete Zusta¨nde enthalten, sind infra-
rotdivergent im Limes verschwindender Photonenenergien. Fu¨r eine konsequente
Behandlung infraroter Divergenzen sind außer der Abstrahlung weicher reeller Pho-
tonen auch die zugeho¨rigen virtuellen Prozesse zu beru¨cksichtigen. Im Wirkungs-
querschnitt fu¨r einen beobachtbaren Prozeß du¨rfen keine Infrarotdivergenzen mehr
auftreten. Daß dies wirklich der Fall ist, zeigten Bloch und Nordsieck [1] mit dem
Bloch–Nordsieck–Theorem, nach welchem sich die Infrarotdivergenzen in u¨ber alle
entarteten Endzusta¨nde summierten U¨bergangsraten herausheben. So hebt sich bei-
spielsweise auf Einschleifenniveau die Infrarotsingularita¨t der Vertex–Korrektur des
Wirkungsquerschnittes σe+e−→qq gegen die infrarote Singularita¨t des Wirkungsquer-
schnittes σe+e−→qqγ weg. Infrarote und kollineare Singularita¨ten treten sowohl bei
Abstrahlung durch Anfangs– als auch durch Endzustandsteilchen auf. Das Kinoshita–
Lee–Nauenberg–Theorem besagt, daß in einer Theorie mit masselosen Feldern die
U¨bergangsraten frei von infraroten Divergenzen und Massensingularita¨ten sind, wenn
u¨ber entartete Anfangs– und Endzusta¨nde summiert wird [2].
1.2 Vorbemerkung
Wir untersuchen im folgenden hochenergetische Elektron–Positron–Vernichtungs-
prozesse der Art e++e− → X, wobei vereinbart wird, daß es sich bei dem nicht na¨her
spezifizierten Endzustand X um einen u¨ber die entarteten Endzusta¨nde summier-
ten Zustand handelt, welcher nach dem Kinoshita–Lee–Nauenberg–Theorem keine
infraroten oder Massendivergenzen mehr aufweist. Im Gegensatz dazu enthalten die
nicht inklusiv gerechneten Anfangszusta¨nde durch Abstrahlung weicher oder kolli-
nearer Photonen sowohl infrarote als auch kollineare Divergenzen. Nach den Fakto-
risierungstheoremen der QED (vgl. [3]) sind die durch kollineare oder weiche Ab-
strahlungen auftretenden nicht vernachla¨ssigbaren Korrekturen ho¨herer Ordnung in
der elektromagnetischen Kopplungskonstanten α eine Eigenschaft der einlaufenden
Fermionen und somit unabha¨ngig von den bei der Elektron–Positron–Vernichtung
erzeugten Endzustandsteilchen. Fu¨r weiche oder kollineare Abstrahlungen trifft in
den fu¨hrenden Beitra¨gen dieser Korrekturterme jeder Faktor α auf einen oder beide
der oben bereits angesprochenen großen infraroten oder kollinearen Logarithmen LIR
oder Lc. Hier kann die Sto¨rungsreihe nicht mehr je nach Energie des zu betrachtenden
Bornprozesses bei einer geeigneten Potenz in α abgebrochen werden, die Korrektu-
ren aller Ordnungen in (αLIR)
n oder (αLc)
n mu¨ssen beru¨cksichtigt werden. Da eine
exakte Rechnung in allen Ordnungen weder numerisch noch analytisch durchfu¨hrbar
ist, sind geeignete Na¨herungsmethoden zu entwickeln, die zumindest die fu¨hrenden
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Terme jeder Ordnung in α liefern und somit eine Resummation der Korrekturen
ermo¨glichen. Allgemein ist der totale Wirkungsquerschnitt fu¨r Abstrahlung von n
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in kollinearen und infraroten Logarithmen anzusetzen, mit eindeutig festgelegten
Koeffizienten C(nc,nIR)X+nγ . Diese Koeffizienten ko¨nnen mittels geeigneter Na¨herungs-
verfahren aus dem Ausdruck fu¨r den Gesamtwirkungsquerschnitt (1.1) extrahiert
werden.
Der fu¨hrende infrarote Term (αLIR)
n des totalen Wirkungsquerschnittes der Ab-
strahlung von n Photonen stammt aus den fu¨r verschwindende Energie aller n Photo-
nen am sta¨rksten divergierenden Stu¨cken des differentiellen Wirkungsquerschnittes,
ist also mit Hilfe einer sogenannten weichen Na¨herung berechenbar. Um auf wei-
che Abstrahlungen sensitive Resonanzen korrekt behandeln zu ko¨nnen, ist dabei
der gesamte Energieverlust (1 − x)E bei Abstrahlung weicher Photonen u¨ber eine
verringerte Schwerpunktenergie
√
xs im Bornprozeß zu beru¨cksichtigen.
Um eine Entwicklung des totalen Wirkungsquerschnittes nach kollinearen Loga-
rithmen zu gewinnen, mu¨ssen dagegen die kollinear fu¨hrenden Terme des differen-
tiellen Wirkungsquerschnittes identifiziert werden. Dazu wird die Anfangszustands-
abstrahlung von n Photonen in demjenigen Phasenraumbereich betrachtet, in dem
sie kollinear zur Flugrichtung des leichten oder masselosen abstrahlenden Fermions
sind und gegeneinander streng nach ihren Transversalimpulsen geordnet. Die Koef-
fizienten der fu¨hrenden Ordnung (αLc)
n in der Entwicklung des zugeho¨rigen totalen
Wirkungsquerschnittes nach dem großen kollinearen Logarithmus Lc werden aus den
im betrachteten Phasenraumbereich fu¨hrenden Termen des differentiellen Wirkungs-
querschnittes gewonnen. Diese in der sogenannten ”Leading Logarithmic Approxi-
mation“, LLA, (vgl. [11], [12]) berechneten Wirkungsquerschnitte der Abstrahlung
einer festen Anzahl von n Photonen im Anfangszustand werden in allen Ordnungen
aufsummiert und daraus eine Entwicklungsgleichung, die Gribov–Lipatov–Altarelli–
Parisi–(GLAP)–Gleichung fu¨r die die Abstrahlungen beschreibende Strukturfunk-
tion hergeleitet.
Diese universelle Fermionstrukturfunktion beschreibt den in alle Ordnungen in
α resummierten Beitrag der Anfangszustandsabstrahlung (Initial State Radiation,
ISR) und ist mit dem Wirkungsquerschnitt des zu betrachtenden Prozesses ohne An-



















Das Ziel dieser Arbeit ist es, auch die in den oben angesprochenen Verfahren bisher
nicht beru¨cksichtigten Beitra¨ge na¨chstfu¨hrender Ordnung in den fu¨hrenden Loga-
rithmen, die sogenannten ”Next to Leading Log“ (NLL)–Korrekturen, zu berechnen
und auf diese Weise die bisherigen Na¨herungen des totalen Wirkungsquerschnittes
fu¨r Abstrahlung von n Photonen weiter zu verbessern.
Wir unterscheiden bei fester Ordnung N der Abstrahlung zwei Arten univer-
seller NLL–Korrekturen proportional αNLN−1c , zum einen diejenigen, die auch in
der Na¨herung masseloser Fermionen im Anfangszustand auftreten und zum anderen
solche, die erst bei Nichtvernachla¨ssigen der Fermionmasse in Erscheinung treten.
Zur einfacheren Unterscheidung benennen wir erstere mit NLLc, letztere mit NLLm.
Ferner bezeichnen wir fu¨r masselose Fermionen die zu αNLN−1c LNIR proportionalen
Korrekturen mit NLLsoft. Diese sind von na¨chstfu¨hrender Ordnung im kollinearen
und von fu¨hrender Ordnung im infraroten Logarithmus und entsprechen dem wei-
chen Limes der oben definierten NLLc–Korrekturen.
1.3.1 Anwendung
Bei Schwerpunktenergien weit oberhalb der Z0–Resonanz werden in der e+e−–
Paarvernichtung Z0–Bosonen unter Abstrahlung harter Photonen erzeugt, wodurch
auch in Energiebereichen weit oberhalb der Z0–Resonanz Z–Physik mit ausreichend
großem Wirkungsquerschnitt mo¨glich ist. So liegt fu¨r eine Energie der Anfangs-
zustandsteilchen im Schwerpunktsystem von 100GeV der Wirkungsquerschnitt fu¨r
e+e− → Zγ bei ungefa¨hr 83 pb. Als konkrete Anwendungsbeispiele werden uns die
beiden Prozesse e+e− → Zγ und e+e− → Zγγ dienen. Wie wir spa¨ter beim Ver-
gleich der Na¨herungen fu¨r Abstrahlung eines harten kollinearen Photons mit der
vollen Rechnung fu¨r massive Fermionen im Anfangszustand sehen werden, kann ei-
ne Korrektur der Radiatorfunktion in na¨chstfu¨hrender Ordnung eine deutliche Ver-
besserung der Na¨herungen bewirken. Wir werden feststellen, daß an dieser Stelle
zusa¨tzlich nichtuniverselle NLL–Korrekturen auftreten ko¨nnen.
1.4 Gliederung
Die vorliegende Arbeit ist in drei Teile gegliedert, wobei der erste Teil im Detail
den Phasenraum fu¨r Abstrahlung eines einzelnen Photons behandelt, der zweite
Teil entsprechend den Phasenraum fu¨r Mehrfachabstrahlungen. Der dritte Teil wird
NLL–Korrekturen zum Thema haben.
Wir betrachten in Kapitel 2 zuna¨chst den Spezialfall der Abstrahlung eines wei-
chen Photons von einem massiven Fermion. Bei diesem Ansatz wird der bei einer
reduzierten Schwerpunktenergie xs stattfindende Bornprozeß in jeder Ordnung αn
der Abstrahlungen mit der n–ten Potenz des Abstrahlungsbeitrags eines einzelnen
weichen Photons zu multiplizieren sein, modulo statistischer Faktoren fu¨r ununter-
scheidbare Photonen. Dieser Abstrahlungsbeitrag entha¨lt den bei Abstrahlung eines
Photons auftretenden infrarotdivergenten Anteil. Im Anschluß wird zur Untersu-
chung der Massensingularita¨t die Abstrahlung eines harten kollinearen Photons von
einem massiven und einem masselosen Fermion behandelt und so der nicht mit der
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Infrarotsingularita¨t verbundene Anteil der kollinearen Divergenz gewonnen. Die in
diesem Zusammenhang eingefu¨hrte Eichung ermo¨glicht eine einfachere Identifikation
der fu¨hrenden kollinearen Terme.
Nach Behandlung der Abstrahlung eines einzelnen Photons betrachten wir im
zweiten Teil der Arbeit Mehrfachabstrahlungen. Kapitel 3 behandelt die Abstrah-
lung einer beliebigen Zahl von Photonen, wobei die fu¨hrende logarithmische Ord-
nung im Fall weicher Photonen aus den fu¨hrenden infraroten Termen, im Fall harter
kollinearer Photonen aus der Iteration der fu¨hrenden kollinearen Stu¨cke gewonnen
wird, entsprechend der Entwicklung nach infraroten und kollinearen Logarithmen.
Die Resummation der in jeder Ordnung αn der Abstrahlungen durch den fu¨hren-
den kollinear–logarithmischen Ausdruck gena¨herten Teilwirkungsquerschnitte liefert
einen Ausdruck fu¨r die bereits oben erwa¨hnte Fermionstrukturfunktion, aus welchem
wiederum die GLAP–Entwicklungsgleichung der Strukturfunktionen hergeleitet wer-
den kann.
Im dritten Teil der Arbeit werden NLL–Korrekturen behandelt, welche im totalen
Wirkungsquerschnitt eine relativ zur betrachteten Ordnung in α um Eins niedrigere
Potenz in den fu¨hrenden kollinearen Logarithmen aufweisen. Dazu werden in Ka-
pitel 4 sowohl die oben mit NLLc bezeichneten Korrekturen bei Abstrahlung von
Photonen durch masselosen Fermionen als auch die durch Nichtvernachla¨ssigen der
Elektronmasse zusa¨tzlich auftretenden NLLm–Korrekturen untersucht und in Ka-
pitel 5 die durch die universellen NLL–Korrekturen resultierenden A¨nderungen der
Radiatorfunktion bzw. deren Entwicklungsgleichung behandelt. In Kapitel 6 wer-
den dann abschließend die in Kapitel 4 berechneten universellen NLL–Korrekturen
am Beispiel der Prozesse e+e− → Zγ und e+e− → Zγγ numerisch u¨berpru¨ft. Die
Betrachtung des e+e− → Zγγ–Wirkungsquerschnittes wird zeigen, daß wir zumin-
dest einen Teil der nichtuniversellen Terme dadurch beru¨cksichtigen ko¨nnen, daß als
Bornprozeß der ohne großen Aufwand analytisch zu berechnende Prozeß e+e− → Zγ





Der im Laufe dieser Arbeit zu untersuchende Prozeß wird, wie bereits in der Einlei-
tung erwa¨hnt, ein Elektron–Positron–Vernichtungsprozeß der Art e+e− → X sein.
Bei dem nicht na¨her spezifizierten Endzustand X handelt es sich um einen u¨ber die
entarteten Endzusta¨nde summierten Zustand, welcher nach dem Kinoshita–Lee–
Nauenberg–Theorem keine infraroten oder Massendivergenzen mehr aufweist. Da
es unser Ziel sein wird, eine verbesserte Na¨herung fu¨r den zugeho¨rigen totalen Wir-
kungsquerschnitt bei zusa¨tzlicher Abstrahlung einer beliebigen Anzahl von Photonen
zu finden, gehen wir von einem Prozeß der allgemeinen Form e+e− → X + nγ aus.
Wir betonen noch einmal, daß die nun im Endzustand auftretenden Photonen nach
Voraussetzung ausschließlich von den einlaufenden Fermionen oder aus einem Zwi-
schenzustand heraus abgestrahlt werden. Im vorliegenden Kapitel soll anhand des
einfachsten Falls, der Abstrahlung eines einzigen zusa¨tzlichen Photons, das Auftre-













untersucht werden. Der totale Wirkungsquerschnitt des zu betrachtenden Prozesses















Eine Entwicklung des quadrierten Matrixelementes — entsprechend der Entwicklung
des differentiellen Wirkungsquerschnittes — nach den im Limes verschwindender
Photonenergie fu¨hrenden Termen, wird die mit der ho¨chsten Potenz des infraroten
Logarithmus verknu¨pften Koeffizienten C(1,1)X+γ und C
(0,1)
X+γ aus Gleichung (2.3) lie-
fern. Der kollinear fu¨hrende Anteil des differentiellen Wirkungsquerschnittes wird





X+γ ergeben. Wie wir sehen, muß der Koeffizient C
(1,1)
X+γ der fu¨hrenden logarithmi-
schen Ordnung aus beiden Ansa¨tzen folgen. Wir beginnen mit der Behandlung der
fu¨hrenden infraroten Beitra¨ge.
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2.1 Abstrahlung eines weichen Photons
2.1.1 Weiche Na¨herung
Da die im Limes kleiner Photonenergie fu¨hrenden Terme des differentiellen Wir-
kungsquerschnittes gesucht sind, soll das Photon fu¨r die nun folgenden Betrachtun-
gen als energetisch weich angenommen werden. Mit Sicherheit sind nur diejenigen
Beitra¨ge zum gesamten Matrixelement relevant, in denen das weiche Photon einen
kleinen Propagatornenner verursacht. Der bereits inklusiv gerechnete Endzustand
X entha¨lt keine der zu betrachtenden infraroten oder kollinearen Divergenzen mehr.
Auch die Abstrahlung eines weichen Photons aus einem Zwischenzustand heraus
kann keinen kleinen Propagatornenner bewirken, so daß die divergenten Anteile aus
denjenigen Beitra¨gen des quadrierten Matrixelementes stammen mu¨ssen, in denen
das Photon an eines der einlaufenden Fermionen koppelt. Dieses einlaufende Fermi-
on kann auch nach Abstrahlung des Photons als na¨herungsweise on shell angesehen
werden, da der Bruchteil (1−x) der an das Photon abgegebenen Anfangsenergie im
Grenzfall sehr weicher Photonen gegen Null, bzw. x → 1 geht. Ausgangspunkt ist
somit ein gena¨hertes Matrixelement der Form
MX+γsoft =MγX +MXγ (2.4)
(s. Abbildung 2.1). Im weichen Grenzfall kann
ΓγX(s) ≈ ΓX(xs) ≈ ΓXγ(s)
gesetzt werden und wir rechnen daher im folgenden in guter Na¨herung mit einem
Matrixelement
M(ss′)X+γsoft = ev (p, s)
[
/ε
(/k − /p +m)
(k − p)2 −m2ΓX + ΓX
(/p′ − /k +m)







Unter der Annahme, daß die Photonenergie klein gegen alle anderen auftreten-
den Energien ist, folgt durch Vernachla¨ssigen von /k im Za¨hler und nachfolgender


















Gleichung (2.6) ist zu entnehmen, daß der Beitrag der Photonabstrahlung als ein
die infrarote sowie die kollineare Divergenz enthaltender multiplikativer FaktorMγ
aus dem Gesamtmatrixelement herausgezogen werden kann.
Die fu¨hrende infrarote Ordnung des differentiellen Wirkungsquerschnittes ver-
schwindet fu¨r ein von einem massiven Fermion in Vorwa¨rtsrichtung abgestrahltes
Photon. Dies liegt daran, daß die unphysikalischen Photonpolarisationen nicht zum
quadrierten Gesamtmatrixelement beitragen, die Propagatornenner endlich bleiben,
die physikalischen Polarisationsvektoren des Photons transversal zum Photonimpuls
sind und daher bei kollinearer Abstrahlung die Produkte (εp) und (εp′) und damit
das Matrixelement aus Gleichung (2.6) fu¨r physikalische Polarisationen im Limes
θ → 0, pi gegen Null gehen.
2.1.2 Totaler Wirkungsquerschnitt in weicher Na¨herung




s = −gµν (2.7)
summierte Matrixelement (2.6) lautet∑
Pol



















E2Q2(1− β cos θ)2 (2.9)
in der Na¨he der kollinearen Singularita¨t θ → 0 einen nicht vernachla¨ssigbaren Beitrag
zum differentiellen Wirkungsquerschnitt, gegen den sich der fu¨hrende Term propor-
tional (1−β cos θ)−1 teilweise weghebt. Dasselbe gilt natu¨rlich auch fu¨r die entspre-
chenden Terme proportional m2(p′k)−2 und (p′k)−1 im Bereich θ = O (pi −m/E).
Im differentiellen Wirkungsquerschnitt bzw. im quadrierten Matrixelement ko¨nnen
folglich zwei verschiedene Sorten von Termen proportionalm2 auftreten, die ”echten“




=: O(m2) und die von
nun an als ”Pseudo–O(m
2)–Term“ oder O˜(m2) bezeichneten nicht vernachla¨ssigba-
ren. Wie in der weiteren Rechnung deutlich wird, tragen letztere dann zum totalen
Wirkungsquerschnitt in O(m0) statt in O(m2) bei, wenn das Integrationsgebiet den
Bereich sehr kleiner Winkel θ = O (m/E) bzw. θ = O (pi −m/E) beinhaltet. Die-
se O˜(m2)–Anteile des differentiellen Wirkungsquerschnittes werden die fu¨r massive
Fermionen zusa¨tzlich auftretenden Korrekturen na¨chstfu¨hrender Ordnung im kolli-
nearen Logarithmus zum totalen Wirkungsquerschnitt liefern.











Abbildung 2.2: e+e− → Zγ bei E = 100.0GeV, Verha¨ltnis von gena¨hertem diff. zum
ungena¨herten diff. Wirkungsquerschnitt in Abh. vom Photon–Polarwinkel θ, Na¨herung mit
und ohne Pseudo–O(m2)–Term
mit dem Winkelanteil







1 + β cos θ




βE2 (1− β cos θ) +
m2




welcher außer dem kollinear logarithmischen Anteil nichtlogarithmische Terme pro-
portional m2 entha¨lt. Im Limes xs → s folgt bei Energieintegration von Qmin =
(1 − xmax)E bis Qmax = (1 − xmin)E und Winkelintegration u¨ber den Bereich
θ ∈ [0, pi] fu¨r den totalen Wirkungsquerschnitt der Abstrahlung eines weichen Pho-
tons mit s = 4E2 und der Entwicklung












LIR [Lc − 1]σX (s) (2.12)











Werden hingegen im Photonmatrixelement (2.8) die Pseudo–O(m2)–Terme ver-
nachla¨ssigt, so entfa¨llt der NLL–Term ∝ (αL1IRL0c) in (2.11), und wir erhalten bei





lediglich den fu¨hrenden doppeltlogarithmischen Term in αL1IRL
1
c .
2.2 Abstrahlung eines kollinearen Photons
Im na¨chsten Schritt gilt es nun, die mit der Massensingularita¨t verbundenen fu¨hren-
den kollinearen Beitra¨ge zum differentiellen Wirkungsquerschnitt zu untersuchen.










welches zusa¨tzlich zum fu¨hrenden doppeltlogarithmischen Term eine Korrektur in
na¨chstfu¨hrender Ordnung im infraroten Logarithmus entha¨lt. In der Na¨herung mas-
seloser abstrahlender Fermionen wird sich dies besta¨tigen. Rechnen wir allerdings
mit massiven Fermionen im Anfangszustand, werden wir eine Mo¨glichkeit finden,
auch die Korrektur na¨chstfu¨hrender Ordnung in αLIRL0c , mit anderen Worten auch
den Koeffizienten C(0,1)X+γ zu bestimmen. Im folgenden beschra¨nken wir uns zuna¨chst
auf Abstrahlung eines Photons im kollinearen Winkelbereich um die ~p–Richtung.
Der Bornprozeß e+e− → X wird aufgrund der Kollinearita¨t des Photons in guter
Na¨herung keinen Transversalimpuls verlieren, sondern nur vom Energieverlust durch
die Abstrahlung betroffen sein, d.h. bei einer verringerten Schwerpunktenergie
√
xs
stattfinden. Die bereits erwa¨hnte kollineare oder Massensingularita¨t tritt im Limes
verschwindender Elektronmasse m im Propagatornenner
(p− k)2∣∣
θ=0











auf, welcher bei nichtverschwindender Masse m zwar klein ist, aber immer endlich
bleibt. Bei Annahme masseloser Fermionen im Anfangszustand ist also die Abstrah-
lung des Photons unter einem Mindestwinkel θc zur Strahlachse zu fordern. Wir stel-
len fest, daß in der Na¨herung masseloser Fermionen θc = m/E den aus der weichen
Na¨herung fu¨r massive Fermionen bekannten kollinearen Logarithmus reproduziert,
welcher aus der Integration von (1 ± β cos θ)−1 u¨ber den vollen Winkelbereich von
Null bis pi stammt.
Fu¨r das von der p–Fermionlinie abgestrahlte Photon sind alle Terme der fu¨hren-
den Ordnung in den Stu¨cken proportional zu Za/(1− β cos θ) oder Zb/(1− β cos θ)2
des quadrierten Matrixelementes enthalten, wobei sich Potenzen in (1− β cos θ) im
Nenner noch gegen Terme der Za¨hler Za und Zb wegku¨rzen ko¨nnen. Wir unterschei-
den im Matrixelement das Diagramm MγX = ZγX/(pk) mit Abstrahlung des kol-
linearen Photons von der p–Fermionlinie, die Diagramme MY γW mit Abstrahlung
des Photons aus einem Zwischenzustand und MXγ mit Abstrahlung des Photons
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von der p′–Fermionlinie, wobei wir letzeres als Spezialfall der Zwischenzustandsab-
strahlung ansehen wollen. Ausgehend von einem Matrixelement
M(ss′)X+γcoll ≈ ev (p, s)
[
/ε
(/k − /p +m)







fu¨r massive Fermionen sind die Terme der fu¨hrenden kollinearen Ordnung des qua-
drierten Matrixelementes fu¨r ein zu ~p kollineares Photon enthalten in








< [ZγXM∗Y γW ] (2.17)
Die Impulse seien dabei gema¨ß (A.1) definiert mit der Photonenergie Q := (1−x)E.
Fu¨r unter kleinem Winkel θ zur ~p–Richtung abgestrahlte Photonen kann der Impuls
















geschrieben werden. Quadrieren des Matrixelementes liefert die in Abbildung (2.4)
dargestellten geschnittenen Diagramme, den fu¨hrenden quadratischen Term MγXγX ,
den vernachla¨ssigbaren quadratischen Term MY γWY γW , welcher keinen Faktor (pk) im
Nenner entha¨lt, sowie den Beitrag des Kreuzterms MY γWγX +M
γX
Y γW = 2<MY γWγX .
Letzterer kann an dieser Stelle nicht weiter vereinfacht werden, solange keine zusa¨tz-
lichen Annahmen u¨ber die Struktur von ΓY und ΓW gemacht werden. Daher soll
im na¨chsten Abschnitt zuna¨chst eine Methode entwickelt werden, die eine einfache-
re Identifikation der fu¨hrenden kollinearen Beitra¨ge zum quadrierten Matrixelement
gestattet.
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Abbildung 2.4: Geschnittene Diagramme aus
∑
Pol |Mγ+X |2











2.2.1 Vereinfachungen durch geeignete Wahl der Eichung
Wir erinnern uns daran, daß zur Herleitung der weichen Na¨herung die folgende




s = −gµν (2.19)
Das Ergebnis fu¨r das quadrierte und u¨ber alle Photon–Polarisationsrichtungen sum-
mierte Matrixelement ha¨ngt nicht mehr von der Wahl der Photon–Eichung ab. Wenn
auch verschiedene Terme des Matrixelements in unterschiedlichen Eichungen unter-
schiedlich aussehen werden, so muß die Summe u¨ber alle Einzelterme immer gleich
sein, welche Eichung auch gewa¨hlt wurde. Damit mu¨ssen auch die fu¨hrenden kolli-
nearen Terme eichunabha¨ngig sein. Fu¨r uns relevant ist der Fall, in dem die Summe
u¨ber die zur Anfangszustandsabstrahlung beitragenden Diagramme unabha¨ngig von
der Art des Bornprozesses separat eichinvariant ist. Fu¨r die fu¨hrenden logarithmi-
schen Terme trifft dies zu. Die Eichinvarianz ist auch fu¨r die na¨chstfu¨hrende logarith-
mische Ordnung gesichert, wenn eine durchgehend geladene Fermionlinie die beiden
Fermionen im Anfangszustand verbindet. Der Bornprozeß kann in diesem Fall nur
u¨ber ein neutrales Teilchen an obige Fermionlinie koppeln.
2.2.1.1 Physikalische Eichung
Eine mo¨gliche Wahl geeigneter physikalischer (εµR, ε
µ





Polarisationsvektoren des Photons mit Impuls




























Die Polarisationsvektoren (2.21) erfu¨llen die Relationen













R − εµ+εν− − εµ−εν+ (2.22)
= −gµν
Da wir wissen, daß im gesamten quadrierten Matrixelement die Beitra¨ge der unphy-
sikalischen Freiheitsgrade herausfallen, ko¨nnen wir, falls das komplette quadrierte
Matrixelement εµε∗νMµν betrachtet wird, auch∑
Polγ











schreiben, du¨rfen uns also auf die Summation u¨ber physikalische Polarisationsrich-
tungen beschra¨nken. Andererseits ko¨nnen wir eine allgemeine Form der Eichung mit
noch nicht na¨her spezifizierten Polarisationsvektoren ε˜µ wa¨hlen.∑
Pol







Mit cµ = εµ− als Eichvektor gilt c2 = 0 sowie (ck) =
√
2Q. Schreiben wir kµ/
√
2Q
nach Gleichung (2.21) als εµ+, dann erhalten wir fu¨r die Polarisationssumme aus
Gleichung (2.24) den folgenden Ausdruck∑
Pol





= −gµν + εµ+εν− + εµ−εν+, (2.25)
welcher nach Gleichung (2.22) a¨quivalent ist zu∑
Pol










Eine explizite Wahl neuer Polarisationsvektoren ε˜µ ist daher nicht notwendig, uns
genu¨gt die Identita¨t ∑
phys






der im folgenden als ”physikalische Eichung“ bezeichneten Summation u¨ber die phy-
sikalischen Polarisationsvektoren nach Gleichung (2.21), um die Na¨herung fu¨r das
volle quadrierte Matrixelement zu vereinfachen.
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2.2.2 Na¨herungen fu¨r ein kollineares Photon
Sind Na¨herungen fu¨r den Fall eines von einem massiven Fermion im Anfangszustand
kollinear abgestrahlten Photons durchzufu¨hren, wird sich das Problem stellen, ver-
nachla¨ssigbare Terme zu identifizieren. Um in Spurtermen zu na¨hern, werden wir
die Tatsache auszunutzen haben, daß in jeder Darstellung der Diracschen Gamma–
Matrizen γµ := (γ0, γ1, γ2, γ3), /p = pµγµ, fu¨r ein zu ~p kollineares Photon





ist, was im folgenden Abschnitt in der chiralen Darstellung (vgl. Abschnitt A.3)
explizit gezeigt werden soll. Da die einzelnen Darstellungen der Dirac–Matrizen u¨ber
unita¨re Transformationen verknu¨pft sind,




erhalten wir aus dem expliziten Ausdruck fu¨r /p/k in der chiralen Darstellung leicht
die entsprechenden Ausdru¨cke in jeder anderen Darstellung.
2.2.2.1 Spurterme
Die Impulse der einlaufenden (massiven) Fermionen e+ und e− sowie des Photons im




0 0 (1− β) 0
0 0 0 (1 + β)
(1 + β) 0 0 0




0 0 (1 + β) 0
0 0 0 (1− β)
(1− β) 0 0 0




0 0 (1− cos θ) − sin θe−iφ
0 0 − sin θeiφ (1 + cos θ)
(1 + cos θ) sin θe−iφ 0 0
sin θeiφ (1− cos θ) 0 0
 (2.30)











(1 + cos θ) sin θe−iφ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 − sin θeiφ (1 + cos θ)

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+ EQ(1 + β)

0 0 0 0
sin θeiφ (1− cos θ) 0 0
0 0 (1− cos θ) − sin θe−iφ







und analog wird fu¨r zu ~p′ kollinear abgestrahlte Photonen /p′/k
∣∣






2.2.2.2 Fu¨hrende kollineare Terme
Wir erwarten im totalen Wirkungsquerschnitt fu¨r Anfangszustandsabstrahlung eines
Photons in fu¨hrender Ordnung einen großen Logarithmus Lc, der sich im differen-
tiellen Wirkungsquerschnitt als Term in (1 ± cos θ)−1 bei masselosen, als Term in
(1±β cos θ)−1 bei massiven Fermionen im Anfangszustand zeigt. Der fu¨hrende Term
des differentiellen Wirkungsquerschnittes wird also fu¨r ein zu ~p kollinear abgestrahl-
tes Photon mit einem Faktor (pk)−1 = (EQ(1− β cos θ))−1 behaftet sein. Direkt auf











und der fu¨hrende Term wird in der Na¨he der Singularita¨t mit E2m−2 gehen, daher
ko¨nnen fu¨r Abstrahlung kollinearer Photonen durch massive Fermionen die fu¨hren-




pi − θ  m
E
klassifiziert werden, bei Abstrahlung durch masselose Fermionen analog anhand des
Verhaltens im Limes θ → 0, wobei in einer physikalisch sinnvollen Rechnung fu¨r
m = 0 bei Winkeln θmin = m/E und θmax = pi −m/E abgeschnitten wird.
Es gibt aber noch einen weiteren Beitrag im differentiellen Wirkungsquerschnitt,




–Verhalten wie die oben
erwa¨hnten Terme aufweist: einen Term der Art m2/(pk)2, wie bei der Besprechung











Dieser von uns als ”Pseudo–O(m
2)“oder O˜(m2) bezeichnete Beitrag existiert nur
im Fall massiver Fermionen im Anfangszustand und tritt außerhalb des Bereichs
sehr kleiner Winkel θ = O (m/E) nur als vernachla¨ssigbarer Term von O(m2) in
Erscheinung. Genau dieser Anteil wird in der Rechnung mit massiven Fermionen fu¨r
Abstrahlung eines Photons auf eine Korrektur in NLL fu¨hren.
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2.2.2.3 Kreuzterme




Y γW des Diagramms
MγX mit einem Diagramm MY γW der Abstrahlung aus dem Zwischenzustand (vgl.
Abbildung 2.3) fu¨r ein zu p kollinear abgestrahltes Photon in der physikalischen
Eichung nicht in fu¨hrender Ordnung beitragen, wenn kein weiteres Photon mit
vergleichbarem Transversalimpuls abgestrahlt wird. Im Laufe der Rechnung wer-
den wir die Ergebnisse aus Abschnitt 2.2.2 verwenden, um nichtfu¨hrende Terme zu
vernachla¨ssigen, beispielsweise ist fu¨r ein zu ~p kollinear abgestrahltes Photon der









































= −2tr{(/k − /p +m)ΓγX (/p′ +m)ΓW /pΓY }
+ tr
{

































































































































Y γW fu¨r ein anna¨hernd kollineares Photon nicht





























Obige Argumentation gilt fu¨r den Fall, daß kein weiterer Propagator der Gro¨ßen-
ordnung von 1/(pk) auftritt, wenn also die Transversalimpulse aller weiteren abge-
strahlten Photonen wesentlich gro¨ßer als die des hier betrachteten Photons sind.
2.2.3 Abstrahlung eines harten kollinearen Photons
Wie in Abschnitt 2.2.2.3, gezeigt wurde, tragen in der physikalischen Eichung kei-
ne Kreuzterme des fu¨hrenden Diagramms MγX mit Diagrammen bei, in denen ein
zu ~p kollineares Photon aus einem Zwischenzustand abgestrahlt wird, wobei hier
auch das Diagramm MXγ der Abstrahlung des kollinearen Photons von der zwei-
ten Fermionlinie als Zwischenzustandsabstrahlung zu werten ist. Somit sind in der
physikalischen Eichung die fu¨hrenden Beitra¨ge der Abstrahlung eines kollinearen
Photons allein durch das quadrierte und polarisationssummierte Diagramm MγX
gegeben, falls das betrachtete Photon einen deutlich kleineren Transversalimpuls als
alle eventuell zusa¨tzlich abgestrahlten Photonen aufweist oder das einzige von der
p–Fermionlinie abgestrahlte Photon ist. Wir klassifizieren die im quadrierten Ma-
trixelement auftretenden Terme nach ihrem Verhalten bei kollinearen Winkeln und
vernachla¨ssigen spa¨ter alle Stu¨cke, die nach den in Abschnitt 2.2.2.2 dargestellten
Kriterien im differentiellen Wirkungsquerschnitt nicht fu¨hrend sein ko¨nnen.
Ausgehend von einer Zerlegung des Matrixelementes M (ss
′)
γX in einen zu Q
−1





γX = ev (p, s) /ε
(/k − /p +m)























berechnen wir das quadrierte, u¨ber die Teilchenpolarisationen summierte Matrixele-
ment. Aus dem ersten Stu¨ck M(1) wird der fu¨hrende infrarote Beitrag in Q−2 zum
















































(ck)(/p −m)− (pk)/c + (pc)/k]ΓγX(/p′ +m)ΓγX} (2.43)
Damit folgt unter Verwendung der kollinearen Na¨herung nach Gleichung (2.18) und
der Tatsache, daß der Ausdruck — mit den Abku¨rzungen ~̂p := ~p/E, ~̂k := ~k/Q und












































wobei wir annehmen, daß der Transversalimpulsu¨bertrag auf das abgestrahlte Pho-
ton im Bornprozeß vernachla¨ssigbar ist und daher in das Bornmatrixelement ein in
guter Na¨herung masseloses on shell Elektron der Energie x1E (Energie im Schwer-
punktsystem der einlaufenden Teilchen) und Impuls pµ1 ≈ x1E(1, 0, 0, 1) einla¨uft. Im
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Limes m→ 0 folgt aus Gleichung (2.45) das Ergebnis der entsprechenden Rechnung
fu¨r masselose Fermionen.∑
phys













2.2.3.1 Gena¨herter totaler Wirkungsquerschnitt
Die Berechnung des gena¨herten totalen Wirkungsquerschnittes zeigt tatsa¨chlich,
daß wir mit unserer Klassifikation der fu¨hrenden kollinearen Terme im Fall mas-
siver Fermionen im Anfangszustand bei Abstrahlung eines Photons auch den Term
na¨chstfu¨hrender Ordnung im kollinearen Logarithmus erhalten, der sonst nur aus








1− β cos θmax









E2(1− β cos θmin) −
m2


















































Wie wir sehen, tra¨gt im Fall massiver abstrahlender Fermionen der O˜(m2)–Term,
welcher im differentiellen Wirkungsquerschnitt im extrem kollinearen Winkelbe-
reich von derselben Gro¨ßenordnung wie der fu¨hrende logarithmische Term ist, in
na¨chstfu¨hrender Ordnung bei. Fu¨r eine gegenu¨ber der masselosen Na¨herung ver-
besserten Rechnung sind daher die Fermionmassen nicht zu vernachla¨ssigen und









Nach eingehender Betrachtung der Anfangszustandsabstrahlung eines einzelnen ist
nun die Abstrahlung einer beliebigen Anzahl N von Photonen zu betrachten. Da-
zu werden wir in diesem Kapitel zuna¨chst Methoden bereitstellen, um bei Mehr-
fachabstrahlungen diejenigen Beitra¨ge des differentiellen Wirkungsquerschnittes zu
identifizieren, welche im totalen Wirkungsquerschnitt die fu¨hrenden logarithmischen
Terme ergeben. Durch Resummation der fu¨hrenden kollinear–logarithmischen Ter-
me der totalen Wirkungsquerschnitte jeder Ordnung der Abstrahlung gewinnen wir
eine Na¨herung fu¨r den zugeho¨rigen inklusiven Wirkungsquerschnitt.
3.1 Unterscheidbarkeit der Photonen
Um die Berechnung des Wirkungsquerschnittes zu vereinfachen, wird jedes der N
Photonen mit einem Index i versehen und jedem Photon γi, i = 1, . . . , N ein Impuls
ki (vgl. Abschnitt A.1) zugeordnet, k2i = 0, wobei jedes der Photonen durch einen
Satz (Qi, θi, φi) dreier Gro¨ßen beschrieben wird. Zur Berechnung des U¨bergangsma-
trixelementes des betrachteten Prozesses sind fu¨r alle beitragenden Diagrammtypen
die durch Vertauschung von Photonindizes entstehenden Diagramme aufzusummie-
ren, wie in Abbildung 3.1 und 3.2 fu¨r e+e− → Z + 2γ, d.h. N = 2 dargestellt.
Abbildung 3.1: Diagrammtypen fu¨r e+e− → Z + 2γ
Werden fu¨r alle mit den Indizes i = 1 . . . N versehenen Photonen dieselben
Grenzen Qmin, Qmax, θmin, θmax, φmin, φmax gewa¨hlt, dann sind die auftretenden
Mehrfachza¨hlungen von Diagrammen durch Anbringen eines statistischen Faktors
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SN = 1/N ! zu kompensieren, da bei Abstrahlung von N Photonen jeder mo¨gliche
Diagrammtyp genau N ! mal auftritt, entsprechend den N ! mo¨glichen Anordnungen
der Photonen.
Alle fu¨r den Prozeß e+e− → X + nγ auftretenden Diagrammtypen sind als
Diagramme mit n Photonlinien enthalten in der Faltung der einfach gezeichneten
Linien des Bornprozeß–Diagramms
(3.1)
mit den die Photonabstrahlungen von der Positronlinie beschreibenden Diagrammen + + + . . .
 (3.2)
beziehungsweise mit den die Abstrahlungen einer beliebigen Anzahl von Photonen
von der Elektronlinie beschreibenden Diagrammen: + + + . . .
 (3.3)
Solange die Photonen nicht durch Indizes markiert werden, tritt in dieser Faltung
jeder mo¨gliche Diagrammtyp genau einmal auf und Mehrfachza¨hlungen sind damit
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ausgeschlossen. + + . . .
⊗
 ⊗
 + + . . .

= + + +
+ + + . . . (3.4)
Fu¨r N mit Indizes i = 1 . . . N markierte Photonen mit denselben Energie–
und Winkel–Integrationsgrenzen entfa¨llt der statistische Faktor S im Wirkungsquer-
schnitt, wenn u¨ber markierte Teilchen, im folgenden ebenfalls mit γi oder ”Photon“
bezeichnet, integriert wird, welche entweder durch
Qmin ≤ Q1 < Q2 < . . . < QN ≤ Qmax
oder durch
θmin ≤ θ1 < θ2 < . . . < θN ≤ θmax
unterschieden werden. Fu¨r N = 2 entspricht der erste Fall der Reduktion der Inte-
gration u¨ber das Quadrat Qmin ≤ Q1, Q2 ≤ Qmax mit statistischem Faktor S = 1/2!
auf Integration u¨ber das Dreieck Qmin ≤ Q1 ≤ Qmax, Q1 < Q2 mit statischem Faktor
S = 1 bei gleichzeitiger Winkelintegration u¨ber das Quadrat θmin ≤ θ1, θ2 ≤ θmax.
Der zweite Fall entspricht analog der Reduktion der Integration u¨ber das Quadrat
θmin ≤ θ1, θ2 ≤ θmax mit statistischem Faktor S = 1/2! auf Integration u¨ber das
Dreieck θmin ≤ θ1 ≤ θmax, θ1 < θ2 mit statischem Faktor S = 1 bei gleichzeitiger
Energieintegration u¨ber das Quadrat Qmin ≤ Q1, Q2 ≤ Qmax.
3.2 Mehrfachabstrahlung von Photonen nahe der Infrarotsingu-
larita¨t
3.2.1 Na¨herung fu¨r zwei weiche Photonen
Die Abstrahlung eines als weich gena¨herten Photons wurde bereits in Kapitel 2
ausfu¨hrlich behandelt, nun stellt sich die Frage nach der Verallgemeinerung auf
Abstrahlung von n weichen Photonen. Wir untersuchen zuna¨chst die Abstrahlung
zweier weicher Photonen und leiten aus dem Ergebnis den allgemeinen Fall ab. Wie
bereits bei Abstrahlung eines weichen Photons, werden auch hier Diagramme mit
Abstrahlung weicher Photonen aus Zwischenzusta¨nden unterdru¨ckt sein, so daß wir
nur die in Abbildung 3.2 dargestellten Diagramme zu beru¨cksichtigen haben. Aus-
gangspunkt ist ein Matrixelement der Form






Fu¨r zwei weiche, nicht zu einer der Fermionrichtungen kollineare Photonen ist
die Forderung Q1, Q2  E gleichbedeutend mit (pk1), (pk2)  (k1k2) und daher
setzen wir in (3.5)
(k1 + k2 − p)2 −m2 ≈ (k1 − p)2 −m2 + (k2 − p)2 −m2 (3.6)
und (
k1 + k2 − p′
)2 −m2 ≈ (k1 − p′)2 −m2 + (k2 − p′)2 −m2 (3.7)
Dieses Argument versagt, wenn eines der Photonen unter sehr kleinem Winkel, das
andere bei sehr kleiner Energie abgestrahlt wird und (k1k2) daher von derselben
Gro¨ßenordnung wie (pk1) und (pk2) ist. Vernachla¨ssigen der Photonenergien und
damit der Photonimpulse in Gleichung (3.5) sowie Anwenden der Diracgleichung
zeigt, daß fu¨r weiche Photonen fern der kollinearen Singularita¨t die Abstrahlung
jedes Photons der Multiplikation des Bornmatrixelements MB = v (p, s) Γu (p′, s′)


















=Mγ1(x1) · Mγ2(x2) · MB(x1x2s)
3.2.2 Inklusiver Wirkungsquerschnitt fu¨r Abstrahlung von bis zu N weichen
Photonen
Wie leicht zu folgern, ist zur Berechnung des totalen Wirkungsquerschnittes der Ab-
strahlung von n weichen, nichtkollinearen, ununterscheidbaren Photonen von beiden
Fermionlinien — dem fu¨hrenden infrarotlogarithmischen Anteil des totalen Wir-
kungsquerschnittes bei Abstrahlung von n Photonen — der Bornquerschnitt bei der
reduzierten Schwerpunktenergie
√




[Lc − 1] 2(1− x1)















Um den inklusiven Wirkungsquerschnitt fu¨r Abstrahlung von bis zu N weichen
Photonen im Energiebereich [Qmin, Qmax] zu berechnen, ist u¨ber alle entsprechenden















Diese Na¨herung wird fu¨r einen auf weiche Abstrahlungen sensitiven Bornwirkungs-
querschnitt zu grob sein. Trotzdem ist festzuhalten, daß in dieser groben Na¨herung
die weichen Abstrahlungen exakt exponenziert werden ko¨nnen, daher erwarten wir
in einer genaueren Rechnung zumindest na¨herungsweise exponentielles Verhalten
der weichen Abstrahlungen.
3.3 Mehrfachabstrahlung von Photonen nahe der Massensingu-
larita¨t
Im vorangehenden Abschnitt hatten wir die Beitra¨ge der fu¨hrenden infrarotloga-
rithmischen Ordnung bei Abstrahlung einer beliebigen Anzahl n von Photonen aus
dem differentiellen Wirkungsquerschnitt im Limes verschwindender Photonenergien
identifiziert. Bereits bei der Untersuchung der Einfachabstrahlung wurde deutlich,
daß bei Abstrahlung harter Photonen zur besseren Approximation des totalen Wir-
kungsquerschnittes auch diejenigen mit der fu¨hrenden Ordnung im kollinearen Loga-
rithmus verknu¨pften Terme beno¨tigt werden, die mit den nichtfu¨hrenden Ordnungen
im infraroten Logarithmus verbunden sind. Wir werden im folgenden die fu¨hrenden
logarithmischen Terme aus der Betrachtung des differentiellen Wirkungsquerschnit-
tes im Limes harter kollinearer Photonen ableiten. Da uns zuna¨chst nur die fu¨hrende
logarithmische Ordnung des totalen Wirkungsquerschnittes interessiert, wird vorerst
mit masselosen Fermionen im Anfangszustand gerechnet.
Zu erwarten ist das Auftreten kleiner Propagatornenner fu¨r kollinear zur ~p– oder
zur ~p′–Richtung abgestrahlte Photonen. Die in diesem Fall fu¨hrenden Stu¨cke des dif-
ferentiellen Wirkungsquerschnittes werden, wie auch bei der Abstrahlung eines Pho-
tons zu sehen war, im totalen Wirkungsquerschnitt die fu¨hrenden logarithmischen
Terme liefern. Wir beschra¨nken uns zuna¨chst auf die Untersuchung der Abstrahlung
aller n Photonen im selben kollinearen Winkelbereich [θmin, θmax] um die ~p–Richtung
und schließen aus den dafu¨r erhaltenen Ergebnissen spa¨ter auf den allgemeinen Fall.
3.3.1 Phasenraumbereiche und strenge Ordnung







Zur Vereinfachung der weiteren Betrachtungen werden die Photonen wieder mit
γ1 bis γn bezeichnet. Um das Auftreten statistischer Faktoren zu vermeiden, wa¨hlen
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wir die fu¨r unsere Zwecke geeignete Unterscheidung der Photonen γ1, γ2,. . . ,γn an-
hand ihrer Polarwinkel θi, θ1 < θ2 < . . . < θn. Kleine Propagatornenner werden
fu¨r im kollinearen Winkelbereich um die ~p–Richtung abgestrahlte Photonen nur
in den Diagrammen auftreten, in denen die Photonen an die p–Fermionlinie kop-
peln. In der von uns verwendeten Eichung sind daher nur Permutationen von Dia-
grammen der in Abbildung 3.3 dargestellten Art relevant. Koppeln alle abgestrahl-
ten Photonen an dasselbe Fermion, dann la¨uft ein virtuelles Fermion mit Impuls
qn = p−k1−k2− . . .−kn in den Bornprozeß ein. Die Energien Qi = (1−xi)Ei−1 der
sukzessive abgestrahlten Photonen werden geeigneterweise jeweils durch die Ener-
gie Ei des abstrahlenden virtuellen Fermions parametrisiert, welches nur noch einen
Bruchteil Ei−1 = xi−1Ei = x1 . . . xi−1E =: xE der Energie E des urspru¨nglich























Fu¨r die Diskussion der relevanten Phasenraumbereiche betrachten wir den Pha-
senraum fu¨r Abstrahlung zweier nach ihren Polarwinkeln θ1 < θ2 unterschiedenen
Photonen in denselben Winkel– und Energiebereichen. Abbildung 3.4 zeigt eine Skiz-
ze des (Q1, θ1)–Integrationsgebietes bei festgehaltenem (Q2, θ2), welches beschra¨nkt
ist auf den Bereich links von der θ2 = const.–Linie. In diesem Gebiet sind drei
Bereiche zu unterscheiden:
• Gebiet I mit (N1  N2, θ1 < θ2), in der Abbildung unterhalb der (N1 = N2)–
Linie, Bereich strenger Ordnung nach den Ni
• Gebiet II mit (O(N1) = O(N2), θ1 < θ2), in der Abbildung im Bereich rings
um die (N1 = N2)–Linie
• Gebiet III mit (N2  N1, θ1 < θ2), in der Abbildung im Bereich oberhalb der
(N1 = N2)–Linie
Im Phasenraumabschnitt I hat die fu¨r die Photonen γi bestehende strenge Ord-
nung nach den oben definierten Ni, N1  N2 . . . Nn, zur Folge, daß in den Pro-
pagatornennern q2n = −2
∑n
i=1Ni der virtuellen Fermionen alle Nj , j < n gegen Nn
vernachla¨ssigbar sind. Unter Verwendung der kollinearen Na¨herung ki = (1−xi)qi−1
fu¨r alle Impulse mit Index i < n ergibt sich










Abbildung 3.4: Relative Gro¨ße von N1 := (pk1) und N2 := (pk2)− (k1k2) in Abha¨ngigkeit
von Energie und Polarwinkel Q1 und θ1 des ersten Photons bei festgehaltenem Q2 und θ2
des zweiten Photons.
Bei streng geordneten Photonen sieht das i–te Photon von seinem Vorga¨nger
γi−1 einen na¨herungsweise vernachla¨ssigbaren fehlenden Transversalimpuls bzw. nur
ein einlaufendes on shell Fermion der verringerten Energie Ei−1. Da strenge Ord-
nung der Photonen gleichbedeutend ist mit Nk ·Nk+1  N2k+1, tragen Diagramme
M12...k+1,k,...n mit vertauschten Reihenfolgen der Photonen in jedem Fall weniger bei
als dasjenige DiagrammM12...k,k+1,...n, welches die Abstrahlungen in der der strengen
Ordnung entsprechenden Reihenfolge entha¨lt. Dies wird die folgende Betrachtung
der Propagatorstruktur von Term und Austauschterm zeigen. Die Za¨hler spielen





















· . . . · 1
Nn
(3.15)
Im Propagatornenner des AustauschtermsM12...k+1,k,...n steht nach Abstrahlung von
k Photonen — wobei hier das mit dem Index k+1 versehene Photon an k–ter Stelle
der Abstrahlungen, das mit Index k an (k+1)–ter Stelle steht — nicht der quadrierte
Impuls q2k wie in (3.15), sondern der mit −2Nk+1x−1k zu na¨hernde quadrierte Impuls
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· . . . · 1
(p− k1 − . . .− kk−1 − kk+1)2
1
q2k+1










· . . . · 1
Nn
(3.16)
Damit wa¨re im Phasenraumbereich strenger Ordnung der Photonen nach den Ni das
DiagrammM12...nX als fu¨hrend in der Massensingularita¨t identifiziert, im konkreten
Fall der Abstrahlung zweier Photonen das Diagramm M12X .
In Gebiet II gilt keine strenge Ordnung, die beiden Photonen werden mit ver-
gleichbaren Transversalimpulsen abgestrahlt und der Propagatornenner des virtuel-
len Fermions nach Abstrahlung der beiden Photonen kann nicht einfach als von der
ersten Abstrahlung unabha¨ngig angesehen werden. Daher werden sich die fu¨hrenden
Beitra¨ge anders als im Fall streng geordneter Photonen nicht nur aus dem Diagramm
M12X zusammensetzen. In Gebiet III, (N2  N1, θ1 < θ2), gilt sogar die umgekehr-
te Ordnung der Photonen, so daß der kollinear fu¨hrende Beitrag dort auf gar keinen
Fall alleine aus M12X stammen kann.
Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wird zuna¨chst nur der Bereich I strenger
Ordnung zur Iteration des gena¨herten differentiellen Wirkungsquerschnittes bei Ab-
strahlung N kollinearer Photonen fern der Infrarotsingularita¨t betrachtet, da dort
der fu¨hrende kollineare Beitrag in der in Kapitel 2 definierten physikalischen Eichung
vollsta¨ndig im DiagrammM12...nX enthalten ist. Integration des aus dem quadrierten
DiagrammM12...nX berechneten differentiellen Wirkungsquerschnittes u¨ber die Pho-
tonpolarwinkel zeigt die Struktur des fu¨hrenden kollinear–logarithmischen Terms als
proportional zu (αLc)n.
3.3.2 Iteration fu¨r streng geordnete Photonen in der masselosen Na¨herung
Nachdem wir im vorangehenden Abschnitt festgestellt haben, daß im Phasenraum-
bereich strenger Ordnung der Photonen nach den in Gleichung (3.11) definierten
Gro¨ßen Ni die fu¨hrende kollineare Ordnung des quadrierten Matrixelementes in der
von uns gewa¨hlten Eichung vollsta¨ndig in dem quadrierten und polarisationssum-
mierten Diagramm M12...nX enthalten ist, stellt sich nun die Frage nach einer einfa-
chen Mo¨glichkeit, diesen fu¨hrenden kollinearen Anteil explizit zu berechnen.
Wie wir der Herleitung in Abschnitt 2.2.3, Gleichung (2.46) entnehmen ko¨nnen,
ist bei Abstrahlung eines Photons γ1 die fu¨hrende kollinear–logarithmische Ordnung
des totalen Wirkungsquerschnittes — hier in unserer Eichung aus dem quadrierten
und polarisationssummierten DiagrammM1X berechnet — zu schreiben als Faltung
aus einer die Abstahlung beschreibenden Splittingfunktion mit dem totalen Wir-
kungsquerschnitt des anschließenden Bornquerschnittes σX(x1s), welcher bei einer
verringerten Schwerpunktenergie
√
x1s stattfindet. Nach Abstrahlung des Photons
la¨uft in guter Na¨herung ein on shell Fermion der Masse Null mit verringerter Ener-
gie x1E und Impuls x1~p in den Restprozeß ein. Dieser ist bis auf die verringerte
Schwerpunktenergie in guter Na¨herung unabha¨ngig von der Abstrahlung des ersten
Photons γ1. Dieselben U¨berlegungen ko¨nnen wir auch fu¨r den Fall anstellen, daß
neben den in X enthaltenen Teilchen ein weiteres Photon γ2 abgestrahlt wird, wel-
ches gegen das erste Photon streng geordnet ist, N1  N2. Der Beitrag des ersten
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Photons koppelt wieder nach Gleichung (2.46) ab und es verbleibt die Berechnung
des quadrierten und polarisationssummierten Diagramms M2X bei einer verringer-
ten Schwerpunktenergie
√
x1s. Verwenden wir auch fu¨r das zweite Photon γ2 wieder
die kollineare Na¨herung, erhalten wir fu¨r die fu¨hrende kollineare Ordnung bei Ab-












P˜2(x1, x2, cos θ2)
∣∣MX+(n−2)γ∣∣2 ∣∣∣∣
p−k1−k2≈x1p−k2≈x1x2p
Dabei ist xn definiert u¨ber Qn = (1 − xn)En−1 = (1 − xn)x1 . . . xn−1E und die
Splittingfunktion P˜n vor der cos θi–Integration ist gegeben durch
P˜n(x1, . . . , xn, cos θn) =
(1 + x2n)
(1− xn)Nn (3.18)
Iteration fu¨r Abstrahlung einer beliebigen Anzahl von n streng geordneten Photonen
von der p–Fermionlinie (N1, . . . , Nn−1  Nn) ergibt fu¨r die fu¨hrende kollineare Ord-
nung des quadrierten Matrixelementes der Abstrahlung von n kollinearen Photonen

















3.3.3 Wirkungsquerschnitt bei Abstrahlung von n Photonen
An dieser Stelle werden wir zuna¨chst nur den fu¨r kollinear um die ~p–Richtung ab-
gestrahlte Photonen kollinear–logarithmischen Beitrag zum totalen Wirkungsquer-
schnitt und den daraus resultierenden Anteil des inklusiven Wirkungsquerschnittes
sowie die zugeho¨rige Strukturfunktion behandeln.
Fu¨r die Berechnung des vollsta¨ndigen totalen Wirkungsquerschnittes ist zu be-
achten, daß auch der fu¨r den Fall von n kollinear zur Flugrichtung des zweiten
Fermions im Anfangszustand abgestrahlten Photonen fu¨hrende kollineare Beitrag
zu beru¨cksichtigen ist, ebenso wie die fu¨hrenden kollinearen Beitra¨ge fu¨r den Fall,
daß von den n Photonen m kollinear zur einen und n − m kollinear zur anderen
Fermionrichtung abgestrahlt werden. Wie wir spa¨ter zeigen werden, ko¨nnen diese
Beitra¨ge einfach durch Faltung des mit der Strukturfunktion des ersten Fermions
gefalteten Bornquerschnittes mit der Strukturfunktion des zweiten einlaufenden Fer-
mions einbezogen werden. Wir beginnen unsere Betrachtungen mit der Berechnung
des fu¨hrenden kollinearen Beitrags zum Wirkungsquerschnitt σe+e−→X+nγ fu¨r den
Fall der Abstrahlung von n Photonen im kollinearen Bereich um die ~p–Richtung.
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3.3.3.1 Phasenraumintegration
























ΛX(xs)δ (x− x1 . . . xn) dx
n∏
i=1
E2(1− xi)(x1 . . . xi−1)2dxidΩi
2(2pi)3
(3.20)









x1 . . . xnp+ p′ − kX
)
dΦX (3.21)
Der statistische Faktor CX ist je nach der Anzahl ununterscheidbarer Teilchen in
X einzusetzen. Da wir nach Voraussetzung Doppeltza¨hlen von Diagrammen durch
nach ihren Polarwinkeln unterschiedene Photonen vermeiden, ist der statistische
Faktor Cnγ der Photonen gleich Eins zu setzen. In Gleichung (3.20) wurde die
Voraussetzung verwendet, daß im Bornprozeß ein großer Transversalimpulsu¨bertrag
stattfindet, gegenu¨ber dem der durch die Abstrahlung im Anfangszustand verloren-
gegangene Transversalimpuls vernachla¨ssigbar ist. Lediglich der Energieverlust des
einlaufenden Fermions durch die Abstrahlung geht in den Bornprozeß ein, der bei
einer verringerten Schwerpunktenergie (xs = x1 . . . xns im Schwerpunktsystem der
urspru¨nglichen einlaufenden Teilchen) stattfindet.
Die einzigen aus der Anfangszustandsabstrahlung folgenden Einschra¨nkungen an
die Integrationsvariablen xi folgen aus der Forderung, daß das abstrahlende Fermion
an das i–te Photon nicht mehr als seine aktuelle Energie Ei abgeben kann, und daher
auf jeden Fall 0 < x = x1x2 . . . xn < 1 gelten muß bzw. 0 < xi < 1 fu¨r i = 1, 2, . . . , n.
Die untere Grenze fu¨r die dem Bornprozeß durch Abstrahlung an der p–Fermionlinie
verlorengegangene Energie wird je nach Bornprozeß X geeignet gewa¨hlt. Wenn al-
le Energie in Form von Photonen abgestrahlt wird, geht der Phasenraum fu¨r den
Bornprozeß zwangsla¨ufig gegen Null.
3.3.3.2 Wirkungsquerschnitt
Der totale Teilwirkungsquerschnitt fu¨r Anfangszustandsabstrahlung von n harten
kollinearen Photonen in der ”Leading Logarithmic Approximation“, LLA, welcher in
jeder Ordnung der Abstrahlung nur den fu¨hrenden kollinear–logarithmischen Term












xp+ p′ − kX






P˜i(x1, . . . xi, cos θi)












xp+ p′ − kX
) |MX |2 dΦX = xσX(xs) (3.23)
und der Splittingfunktion
P˜i(x1, . . . , xi, cos θi)E2(1− xi)x21 . . . x2i−1 =
P (xi)




1− xi , (3.25)
erhalten wir mit x12...n := x1x2 . . . xn
σ
LLA,nγ‖p





In(cos θmax, cos θmin)
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Dabei wurde in Gleichung (3.26) ausgenutzt, daß fu¨r streng geordnete Photonen
keine explizite Abha¨ngigkeit von den Photon–Azimuthwinkeln φi besteht und daher
jede φi–Integration einen Faktor 2pi liefert. Fu¨r den Winkelanteil Ik(cos θk+1) folgt















Fu¨r den Wirkungsquerschnitt erhalten wir mit den Grenzwinkeln θmin = m/E und



















3.4 Inklusiver LLA –Wirkungsquerschnitt
Im letzten Abschnitt haben wir den fu¨hrenden Term der Entwicklung des totalen
Wirkungsquerschnittes nach dem mit der Massensingularita¨t verknu¨pften kollinea-
ren Logarithmus Lc (2.2) fu¨r Abstrahlung von n zum selben Fermionimpuls kollinea-
ren Photonen berechnet. Um den inklusiven Wirkungsquerschnitt in der ”Leading
Logarithmic Approximation“ fu¨r Abstrahlung einer unbestimmten Anzahl von Pho-












Zur Berechnung der LLA–Teilwirkungsquerschnitte waren wir von streng geord-
neten kollinearen Photonen fern der Infrarotsingularita¨t ausgegangen, haben diese
Einschra¨nkung allerdings nur insofern benutzt, als daß keines der kollinearen Pho-
tonen weich gena¨hert wurde. Gleichung (3.29) gibt daher unabha¨ngig davon, ob die
abgestrahlten Photonen energetisch hart oder weich sind, die korrekten fu¨hrenden
kollinearen Terme wieder, auch jene, die nicht mit der infraroten Singularita¨t im Li-
mes verschwindender Photonenergien verknu¨pft sind. Mit anderen Worten: es sind
keine ho¨heren Potenzen in Lc zu erwarten als die bereits bekannten, daher ko¨nnen wir
mit (3.29) den gesamten Photon–Energiebereich abdecken. Allgemein kann somit,
wie in Abschnitt 3.3.3.1 besprochen, 0 ≤ xi ≤ 1 angenommen werden, allerdings gilt
es zu beachten, daß in den Teilwirkungsquerschnitten Faktoren (1− xi) im Nenner
der Splittingfunktionen P (xi) auftreten und sich dadurch fu¨r xi → 1 die infrarote
Divergenz in nichtintegrablen Singularita¨ten manifestiert.
Weitere Einschra¨nkungen der insgesamt vor dem eigentlichen Bornprozeß abge-
strahlten Energie (1− x)E, wie Schwellenenergien zur X–Produktion oder die Tat-
sache, daß das in den Bornprozeß einlaufende na¨herungsweise als on shell Fermion
der Energie xE anzusehende Teilchen noch relativistisch sei, werden als Eigenschaft
des Bornprozesses betrachtet und gehen nicht in die hier zu berechnende Struktur-
funktion der Anfangszustandsabstrahlung ein. Wir nehmen daher im folgenden an,
daß erst auf der Stufe des Bornprozesses entschieden wird, ob die nach Abstrahlung
verbleibende Energie ausreichend ist oder nicht und setzen in der Beschreibung der
Abstrahlung die unteren Grenzen xi,min gleich Null.
Zuru¨ck zur Infrarotsingularita¨t: Wie bereits in der Einfu¨hrung erwa¨hnt, garan-
tiert das Kinoshita–Lee–Nauenberg–Theorem, daß in experimentell beobachtbaren
Prozessen keine Infrarotdivergenzen auftreten. Lassen wir die Abstrahlung extrem
weicher Photonen zu, so sind auch die davon nicht mehr getrennt aufzulo¨senden
virtuellen Beitra¨ge zu beru¨cksichtigen, da fu¨r einen physikalischen Prozeß u¨ber die
weichen entarteten Zusta¨nde der Anfangsteilchen zu summieren ist. Da die im Limes
xi → 1 auftretende Infrarotdivergenz durch die virtuellen Diagramme (Vertexkor-
rekturen) kompensiert wird, ist das Mitnehmen der virtuellen Beitra¨ge dem Ersetzen
der urspru¨nglichen Splittingfunktionen P (xi) durch ihre +–Distributionen P+ (xi)




















Wir verwenden die +–Distribution einer Funktion F (x) in der speziellen Form
F+ (x) = lim
ε→0





und damit berechnet sich die +–Distribution der Splittingfunktion P (x) zu














3.4.2 Radiatorfunktion und GLAP–Entwicklungsgleichung
Setzen wir die Teilwirkungsquerschnitte in der Form (3.30) in Gleichung (3.29) fu¨r
den inklusiven Wirkungsquerschnitt fu¨r Photonabstrahlung durch eines der masse-
losen Fermionen im Anfangszustand ein, zeigt sich, daß sich dieser als Faltung aus
einer die Photonabstrahlungen beschreibenden LLA–Strukturfunktion DLLA (x,Lc)
mit dem Bornwirkungsquerschnitt σX ausdru¨cken la¨ßt. Die gesamte Information
u¨ber den Abstrahlungsprozeß steht in dieser Radiatorfunktion und ist unabha¨ngig





Die Radiatorfunktion DLLA (x,Lc) in (3.33) ist dabei definiert als

















wobei die Faltung von δ (1− x) mit σX(xs) den Bornprozeß ohne Abstrahlung be-
schreibt. Ableiten von (3.34) nach Lc und Umbenennen der Integrationsvariable xn
in z—wegen 0 ≤ x1x2 . . . xn−1 ≤ 1 kann auch x/z nur Werte zwischen Null und Eins
annehmen oder z nur Werte zwischen x und Eins — liefert eine Evolutionsgleichung

















DLLA (x, 0) = δ(1− x) (3.36)
Im Limes weicher Photonen kann ein analytischer Ausdruck fu¨r diese Radia-
torfunktion, die sogenannte Gribov–Na¨herung, gewonnen werden. Dazu wird die
GLAP–Gleichung mittels Mellin-Transformation in eine partielle Differentialglei-
chung erster Ordnung in den Mellin–Momenten u¨berfu¨hrt. Nach Berechnung der
Mellin–Momente erfolgt die Ru¨cktransformation fu¨r den Spezialfall weicher Pho-
tonen. Die so erhaltene Radiatorfunktion Dx→1(x, µ2) wird dann durch Iteration
der fu¨hrenden Ordnungen fu¨r harte Photonen verbessert. Die vollsta¨ndige Rech-
nung wird in Anhang C durchgefu¨hrt, an dieser Stelle sollen lediglich die Ergebnisse
dargestellt werden:
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• Gribov–Na¨herung der Radiatorfunktion fu¨r weiche Photonen











































3.4.3 Radiatorfunktion fu¨r zwei abstrahlende Teilchen im Anfangszustand
Die bisherigen Ergebnisse fu¨r GLAP–Gleichung und Radiatorfunktion sind unab-
ha¨ngig davon, ob das Elektron oder das Positron als das abstrahlende Fermion
angenommen wurde. Physikalisch sinnvoll ist allerdings erst der Fall, wenn beide
Anfangsteilchen abstrahlen, dazu kann die Faltung des Bornquerschnittes mit einem
Radiator erneut als Bornquerschnitt mit zusa¨tzlicher Abstrahlung durch eines der
Anfangsteilchen mit einem Radiator fu¨r Photonabstrahlung durch das zweite An-
fangsteilchen gefaltet werden. Strahlen beide Teilchen im Anfangszustand kollineare
Photonen ab, dann ist daher der Born–Wirkungsquerschnitt mit je einem Radiator
pro abstrahlendem Teilchen zu falten.
σtot (s, η) =
1∫
0




D (z, η)σX (zs) dz (3.40)












Die letzte Zeile in Gleichung (3.40) ist nur dann gu¨ltig, wenn ohne zusa¨tzliche Win-
kelschnitte u¨ber den gesamten Phasenraum integriert wird. Ansonsten ist die Faltung
explizit mit zwei Radiatoren durchzufu¨hren. Mellin–Transformation liefert















= D (n, η)D (n, η) (3.42)
Das Mellin–Moment D (n, η) war bereits in (C.12) berechnet worden, so daß die
alten Ergebnisse beibehalten werden ko¨nnen, indem η −→ 2η ersetzt wird. Der
Ausdruck in Gleichung (3.40) entha¨lt nun auch die Beitra¨ge fu¨r Abstrahlung einer
jeweils beliebigen Zahl von Photonen kollinear um die ~p und die ~p′–Richtung.
3.4.4 Mehrfachza¨hlen von Photonen
Werden bereits auf der Ebene des Bornprozesses Photonen abgestrahlt, so ist bei
Faltung mit einer weitere Photonabstrahlungen beschreibenden Radiatorfunktion
auf die korrekte Statistik zu achten. Fu¨r alle mittels der LLA–Radiatorfunktion be-
schriebenen Photonen waren dieselben Winkel– und Energiebereiche vorausgesetzt,
und zwar der Bereich der Polarwinkel von Null bis pi und der Energiebereich von
Null bis E.
Angenommen, von N insgesamt in denselben Energie– und Winkelbereichen ab-
gestrahlten Photonen werden m dem Bornprozeß zugeordnet und die u¨brigen N−m
durch Splittingfunkionen beschrieben. Ausgangspunkt ist der fu¨r Abstrahlung von








dx1dx2 . . . dxNP+(x1)P+(x2) . . . P+(xN )σX(x1x2 . . . xNs)
(3.43)
Wenn m der N Photonen dem Bornquerschnitt zugeordnet werden, berechnet sich











dx1dx2 . . . dxN−mP+(x1)P+(x2) . . . P+(xN−m)σX+mγ(x1x2 . . . xN−ms)
Die statistischen Faktoren korrigieren die Tatsache, daß der Bornwirkungsquer-
schnitt wegen der m Bornphotonen den Faktor (α/pi)m Lmc /m! entha¨lt. Summation






























dx1 . . . dxN−mδ(x− x1 . . . xN−m)P+(x1) . . . P+(xN−m) (3.46)
Ableiten nach Lc zeigt, daß der Radiator aus Gleichung 3.46 keine GLAP–Gleichung
erfu¨llt, da ein Teil der Information u¨ber die kollinearen Logarithmen im Bornquer-
schnitt enthalten ist und daher gegenu¨ber dem in Kapitel 3 besprochenen Radiator




















− x2 . . . xN−m
)
P+(x1) . . . P+(xN−m)
Entha¨lt der Bornquerschnitt Photonen, welche in denselben Energie– und Win-
kelbereichen abgestrahlt werden, wie die durch den Radiator zu beschreibenden
zusa¨tzlich abgestrahlten Photonen, dann erfu¨llt die zu verwendende Radiatorfunk-
tion nach Gleichung (3.46) nicht die GLAP–Gleichung. Umgekehrt darf also der aus
der GLAP–Gleichung berechnete Radiator nicht mit einem Bornquerschnitt gefaltet
werden, in welchem weitere Photonen in denselben Winkel– und Energiebereichen
wie die durch den Radiator beschriebenen Photonen abgestrahlt werden, da sonst
Photonen nicht korrekt geza¨hlt werden.
3.5 Beispiel: e+e− → ISR + (Z → ν ν)
Der inklusive Wirkungsquerschnitt fu¨r den LLA–Anteil der von einem der einlau-
fenden Teilchen abgestrahlten Photonen mit anschließender Produktion eines zerfal-
lenden Z folgt mittels
σISR+(Z→ν ν) (s,Lc) =
1∫
0

















mit der Radiatorfunktion DLLA (x,Lc) nach Gleichung (3.38) fu¨r den fu¨hrenden lo-
garithmischen Anteil und der Gribov–Na¨herung fu¨r weiche Photonen nach Gleichung
(C.28).
Fu¨r e+e− → ISR + (Z → νν) kommen die gro¨ßten Beitra¨ge zum totalen Wir-
kungsquerschnitt bei Schwerpunktenergien s von der Gro¨ßenordnung der Z–Reso-
nanz aus den Phasenraumbereich kleiner Fermionpropagatornenner, wenn gleichzei-
























Radiator bis in O(eta^2)
Gribov-Naeherung
Abbildung 3.5: Wirkungsquerschnitt fu¨r den Prozeß e+e− → ISR + (Z → νν) bei An-
fangszustandsabstrahlung durch eines der einlaufenden Teilchen in Abha¨ngigkeit von der
Energie E der einlaufenden Teilchen im Schwerpunktsystem und Abstrahlung der Photonen
im Kegel cos θmax = 1◦ um die Strahlrichtung, Bornquerschnitt ohne Radiator, gefaltet mit
Radiator nach Gleichung (3.38) und gefaltet mit weicher Gribovlo¨sung
shell Z–Masse liegt. Wie in Abbildung 3.5 bzw. 3.6 gezeigt, fallen in der Na¨he der
Z–Resonanz die Ergebnisse der Faltung des Bornquerschnittes mit der Radiator-
funktion nach Gleichung (3.38) und der Faltung mit der Gribov–Na¨herung in guter
Na¨herung zusammen. Daraus ist zu folgern, daß die Vera¨nderung in der Peakgestalt
in der Na¨he der Resonanz u¨berwiegend durch weiche Abstrahlungen bedingt ist.
Anders sieht der Fall bei Schwerpunktenergien weit oberhalb der Z–Resonanz
aus. Hier werden diejenigen Korrekturterme die gro¨ßten Beitra¨ge liefern, bei denen
die nach Abstrahlung verringerte Schwerpunktenergie xs wieder in der Na¨he der
Z–Resonanz liegt, was wiederum nur bei Abstrahlung eines oder mehrerer harter
Photonen der Fall sein wird. Bei hohen Schwerpunktenergien der einlaufenden Teil-
chen wird also harte kollineare Abstrahlung die gro¨ßten Korrekturen liefern, wie
auch Abbildung 3.7 zeigt. Die Ergebnisse fu¨r Faltung der Gribov–Na¨herung bzw.























Radiator bis in O(eta^2)
Gribov-Naeherung
Abbildung 3.6: Detailanansicht von Abbildung 3.5, Vergleich der Faltung des Bornquer-
schnittes mit dem Radiator nach Gleichung (3.38) und der Faltung mit der weichen Gri-























Radiator bis in O(eta^2)
Gribov-Naeherung
Abbildung 3.7: Wirkungsquerschnitt fu¨r den Prozeß e+e− → ISR + (Z → νν) bei An-
fangszustandsabstrahlung durch eines der einlaufenden Teilchen in Abha¨ngigkeit von der
Energie E der einlaufenden Teilchen im Schwerpunktsystem und Abstrahlung der Photonen
im Kegel cos θmax = 1◦ um die Strahlrichtung bei Energien weit oberhalb der Z–Resonanz.






Nachdem der fu¨hrende Anteil der Entwicklung des totalen Wirkungsquerschnittes
nach dem kollinearen Logarithmus Lc im vorangehenden Kapitel eingehend be-
sprochen wurde, ist nun fu¨r eine Verbesserung der Na¨herung nach Korrekturen
na¨chstfu¨hrender Ordnung im kollinearen Logarithmus zu suchen. Fu¨r Abstrahlung
eines Photons hatten wir diese Beitra¨ge erhalten, indem wir fu¨r massive Fermionen
im Anfangszustand die im Limes eines kollinear abgestrahlten Photons fu¨hrenden
Anteile des quadrierten und polarisationssummierten Matrixelementes identifizier-
ten. Integration u¨ber diese Beitra¨ge liefert im totalen Wirkungsquerschnitt der Ab-
strahlung eines Photons die Beitra¨ge fu¨hrender und na¨chstfu¨hrender Ordnung im
kollinearen Logarithmus, vergleiche Kapitel 2.
Fu¨r den allgemeinen Fall der Abstrahlung einer beliebigen Anzahl von Photonen
wa¨hlen wir eine analoge Vorgehensweise. Wie wir zeigen werden, tragen außer dem
fu¨hrenden nur Diagramme zur na¨chstfu¨hrenden logarithmischen Ordnung bei, bei
denen zwei in der Abstrahlungslinie benachbarte kollineare Photonen gegeneinan-
der vertauscht wurden. Zuna¨chst beschra¨nken wir uns auf die Abstrahlung zweier
Photonen im selben kollinearen Winkelbereich um die ~p–Richtung. Die fu¨hrende
kollineare Ordnung, welche im totalen Wirkungsquerschnitt die Terme in α2L2c lie-
fert, muß dieselbe sein, die wir im strong ordering–Bereich aus dem Leiterdiagramm
M12X erhalten haben. Die quadrierte Summe der DiagrammeM12X undM21X (siehe
Abb. 3.2) wird daher die Terme der fu¨hrenden und na¨chstfu¨hrenden logarithmischen
Ordnung enthalten. Da auch in der Na¨herung masseloser Fermionen im Anfangszu-
stand Korrekturen in NLL zu erwarten sind, unterscheiden wir zwischen den auch
im Fall masseloser Fermionen auftretenden, im folgenden mit NLLc bezeichneten,
und den als NLLm bezeichneten O˜(m2)–Korrekturen, welche bei Nichtvernachla¨ssi-
gen der Fermionmasse zusa¨tzlich auftreten. Nach Integration u¨ber die Raumwinkel
der beiden betrachteten Photonen ko¨nnen wir die mit dem nicht aus den O˜(m2)–
Korrekturen stammenden NLLc–Beitrag verknu¨pfte Zwei–Photon-Splittingfunktion
T (x1, x2) identifizieren. Die NLLc–Beitra¨ge bei Abstrahlung einer beliebigen Anzahl
von Photonen im selben kollinearen Winkelbereich erhalten wir jeweils durch Erset-
zen der einfachen Splittingfunktionen P (xi) und P (xi+1) durch die Zwei–Photon-
Splittingfunktion T (xi, xi+1) fu¨r ein Photonpaar γi, γi+1 und Summation u¨ber alle
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Paare.




































Abbildung 4.1: Verha¨ltnis von gena¨hertem zu ungena¨hertem (Zγγ)–Wirkungsquerschnitt,
Matrixelement ersetzt durch M12X , M12X +M21X und LLA–Na¨herung, gerechnet in physi-
kalischer Eichung, beide Photonen im kollinearen Winkelbereich [0◦, 1◦], massive Fermionen,
s−M2Z




Abbildung 4.1 zeigt, daß das Ersetzen des vollsta¨ndigen Matrixelementes durch
das von uns in Kapitel 3 fu¨r den Bereich streng geordneter Photonen in der phy-
sikalischen Eichung als fu¨hrend identifizierte Diagramm M12X — wobei M12X in
ungena¨herter Form eingesetzt wird — den totalen Wirkungsquerschnitt des Beispiel-
prozesses e+e− → Zγγ nur ungenu¨gend anna¨hert. Die LLA–Na¨herung liegt schon
deutlich besser, bedarf aber offensichtlich einer Verbesserung in na¨chstfu¨hrender
Ordnung. Dagegen approximiert die quadrierte und polarisationssummierte Sum-
me
∑
Pol |M12X +M21X |2 aus Diagramm M12X und Austauschdiagramm M21X das
vollsta¨ndige quadrierte Matrixelement fu¨r zwei im kollinearen Winkelbereich um die
~p–Richtung abgestrahlte Photonen sehr gut.
Angenommen, wir betrachten die Abstrahlung von n Photonen im kollinearen
Bereich um die ~p–Richtung. Den fu¨hrenden kollinearen Anteil erhalten wir in der
physikalischen Eichung aus dem Beitrag
∑
Pol |M12...nX |2, berechnet in der Na¨herung
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Abbildung 4.2: Fu¨hrende Diagramme bei vergleichbaren Photonen γk und γk+1





γk−1 γk γk+1 γn





γk−1 γk γk+1 γn
streng nach den in Gleichung (3.11) definierten Gro¨ßen Ni geordneter Photonen. He-
ben wir nun fu¨r zwei der Photonen, beispielsweise γk und γk+1, die strenge Ordnung
auf, so daß diese gegen die Photonen γ1 bis γk−1 und γk+2 bis γn aber nicht gegen-
einander streng nach den Ni geordnet sind, kann der Propagatornenner
−1
2
(p− k1− . . .− kk−1− kk − kk+1)2 ≈ −12(x1 . . . xk−1p− kk − kk+1)
2 = Nk +Nk+1
nicht weiter gena¨hert werden, weil
Nk = x1 . . . xk−1(pkk)
und
Nk+1 = x1 . . . xk−1((p− kk)kk+1)
von gleicher Gro¨ßenordnung sind. Nach der Argumentation von Abschnitt 3.3.1 zur
Identifikation des fu¨hrenden Diagramms kommen nun die in Abbildung 4.2 darge-
stellten Diagramme
M1...k−1 k k+1 k+2...nX und M1...k−1 k+1 k k+2...nX
gleichermaßen als potentiell fu¨hrend infrage. Hier versagt auch die in Abschnitt
2.2.2.3 dargelegte Begru¨ndung fu¨r die Vernachla¨ssigbarkeit des Kreuzterms∑
phys
(
M1...k−1 k k+1 k+2...nM∗1...k−1 k+1 k k+2...n +M1...k−1 k+1 k k+2...nM
∗
1...k−1 k k+1 k+2...n
)
dieser beiden Diagramme, eben weil noch ein weiteres Photon mit vergleichbarem
Transversalimpuls abgestrahlt wird. Daher werden wir, weil es hier nicht mo¨glich
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ist, ein Diagramm eindeutig als fu¨hrend zu identifizieren, fu¨r die Abstrahlung zweier
Photonen ausgehend von der Summe M12X +M21X nach Termen in fu¨hrender und
na¨chstfu¨hrender kollinearer Ordnung suchen mu¨ssen.
4.2 Struktur der fu¨hrenden und na¨chstfu¨hrenden Terme im kol-
linearen Logarithmus
Im folgenden betrachten wir, von welcher Struktur Terme sein mu¨ssen, um im tota-
len Wirkungsquerschnitt fu¨hrende und na¨chstfu¨hrende logarithmische Beitra¨ge er-
zeugen zu ko¨nnen. Der totale Wirkungsquerschnitt fu¨r in denselben Winkel– und













im kollinearen Logarithmus Lc entwickelbar sein.
In denselben Integrationsgrenzen fu¨r Winkel– und Energieintegrationen abge-
strahlte Photonen werden zur Vermeidung von statistischen Faktoren geeigneter-
weise nach ihren Polarwinkeln unterschieden, θ1 < θ2 < . . . < θn. Die in unserer Ei-
chung allein zur fu¨hrenden Ordnung des quadrierten Matrixelementes beitragenden
Diagramme sind fu¨r n im kollinearen Winkelbereich um die ~p–Richtung abgestrahl-
te Photonen diejenigen, bei denen alle n Photonen an die p–Fermionlinie koppeln.
Um die Entwicklung des totalen Wirkungsquerschnittes nach kollinearen Logarith-
men zu erhalten, ist u¨ber den vollen Winkelbereich 1 ≥ cos θi ≥ −1 fu¨r massive,





aus der Wahl θcut = m/E des Abschneidewinkels folgt.
4.2.1 Fu¨hrender logarithmischer Term
Der fu¨hrende logarithmische Term in totalen Wirkungsquerschnitt stammt aus dem
Stu¨ck proportional (N1N2 . . . Nn)−1, d.h. proportional
1





(1− β cos θ1) . . .
1
(1− β cos θn)
fu¨r massive Fermionen. Integration u¨ber die Winkel θ1 bis θn ergibt nach Anhang
A.4, Gleichung (A.12) fu¨r m = 0


















und fu¨r m 6= 0 bis auf vernachla¨ssigbare Terme proportional m2 entsprechend














4.2.2 NLL–Terme fu¨r masselose Fermionen
Nun stellt sich das Problem, die im Fall masseloser Fermionen im Anfangszustand
auftretenden NLL–Terme zu identifizieren. Der im totalen Wirkungsquerschnitt den
fu¨hrenden logarithmischen Beitrag ergebende Term geht im differentiellen Wirkungs-
querschnitt, wie bereits gezeigt, mit [N1N2 . . . Nk−1NkNk+1 . . . Nn]−1. Wir erwarten
daher, daß im strong ordering-Bereich (N1  . . . Nn) NLL–Beitra¨ge aus Stu¨cken
im differentiellen Wirkungsquerschnitt gewonnen werden ko¨nnen, in denen beispiels-
weise ein Nenner Nk durch Nk+1  Nk ersetzt wurde.
Ausgehend von streng nach den in Gleichung (3.11) definierten Gro¨ßen Ni ge-
ordneten Photonen wird jedem Diagramm M12...nX eine gena¨herte Nennerstruktur
zugeordnet. Das den fu¨hrenden logarithmischen Term im totalen Wirkungsquer-
schnitt liefernde Diagramm ergibt nach dem Quadrieren einen Term proportional
(N1N2 . . . Nn)
−1. In grober Na¨herung kann der Nenner fu¨r den fu¨hrenden Beitrag
zum quadrierten Matrixelement somit als proportionalN1N2 . . . Nn abgescha¨tzt wer-
den. Ein Diagramm der Art M12...i−1 i+1 i i+2...nX , bei welchem γi und γi+1 in ver-
tauschter Reihenfolge abgestrahlt werden, hat eine gena¨herte Nennerstruktur(
N1 . . . NiN
2
i+1Ni+2 . . . Nn
)−1
im Gegensatz zu (N1 . . . Nn)−1 beim fu¨hrenden Diagramm M12...nX . Allgemein ord-
nen wir einem Diagramm M12...i−1 k i i+1 i+2,...nX , bei dem das Photon γk an die i–te
Stelle, i < k, der Abstrahlung verschoben wurde, eine Nennerstruktur(
N1 . . . Ni−1Nk−i+1k Nk+1 . . . Nn
)−1
zu. Im quadrierten Matrixelement tra¨gt dann der Kreuzterm eines derartigen Dia-
gramms M12...i−1 k i i+1 i+2...nX mit dem fu¨hrenden Diagramm M1...nX nach Ku¨rzen
mit dem als N1 . . . Nn abgescha¨tzten Za¨hler bestenfalls mit(
N1 . . . Ni−1Nk−i+1k Nk+1 . . . Nn
)−1
bei und das quadrierte Austauschdiagramm bestenfalls mit
NiNi+1 . . . Nk−1
(
N1 . . . Ni−1N
2(k−i)+1
k Nk+1 . . . Nn
)−1
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In Anhang D wird gezeigt, daß nur Terme des quadrierten Matrixelementes, welche
nach Ku¨rzen mit dem abgescha¨tzten Za¨hler eine Nennerstruktur der Art[





N1 . . . Ni−1N3i+2Ni+3 . . . Nn
]−1
aufweisen, in der gesuchten NLLc–Ordnung beitragen ko¨nnen. Diese Terme ko¨nnen
wiederum nur aus der quadrierten Summe von fu¨hrendem Diagramm und einem Dia-
gramm mit in der Abstrahlungsreihenfolge vertauschten Photonen γi, γi+1 stammen.
4.2.3 Fu¨r massive Fermionen zusa¨tzlich auftretende NLL–Terme
Im Fall massiver Fermionen im Anfangszustand gibt es eine weitere Mo¨glichkeit,
NLL–Beitra¨ge im totalen Wirkungsquerschnitt zu erhalten, na¨mlich die in Abschnitt
2.2.2.2 erwa¨hnten Pseudo–O(m2)–Terme, welche im Fall masseloser Fermionen nicht
auftreten. Da der fu¨hrende Beitrag jeder Ordnung der Abstrahlung im totalen Wir-
kungsquerschnitt mit einem kollinearen Logarithmus behaftet ist, es also keine nicht-
logarithmischen Terme ho¨herer negativer Potenzen gibt, werden weitere Faktoren Ni
im Nenner nur zusammen mit dem Quadrat der Fermionmasse m2 im Za¨hler auftre-
ten, der das m−2–Verhalten der N−1i bei sehr kleinen Winkeln kompensiert. Bereits
bei der Besprechung der weichen Na¨herung in Kapitel 2 lieferten derartige im dif-
ferentiellen Wirkungsquerschnitt in der Form m2/(pk)2 oder m2/(p′k)2 auftretende
Stu¨cke NLL–Beitra¨ge im totalen Wirkungsquerschnitt. Allgemein erwarten wir also,
daß Terme mit der Nennerstruktur






fu¨r Abstrahlung kollinearer Photonen durch massive Fermionen in NLL beitragen.
























Die Integrale Ig1g2...gk...gn(c) werden danach unterschieden, ob im k–ten Integra-
tionsschritt eine Potenz (1 − β cos θk)−1 und damit gk = 1, oder (1 − β cos θk)−2
und damit gk = 2 auftritt. In Anhang D wird diese Rechnung detailliert ausgefu¨hrt.
Wie wir feststellen, tra¨gt fu¨r gleichartige Photonen, welche zur Vereinfachung der
Phasenraumintegration nach ihren Winkeln unterschieden werden, nur der Term mit
g1 = 2, gi = 1 fu¨r 1 < i ≤ n in der gesuchten na¨chstfu¨hrenden Ordnung bei.
4.3 Abstrahlung zweier Photonen im kollinearen Bereich um die
~p–Richtung
Zur Berechnung der NLL–Korrekturen fu¨r massive und masselose Fermionen bei
Abstrahlung zweier Photonen im kollinearen Winkelbereich um die ~p–Richtung be-
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nennen wir diese Photonen wieder mit γ1 und γ2. Die auftretenden Propagatornenner






















P12 := (pk1) + (pk2)− (k1k2) (4.9)
Die bei der Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnittes der Abstrah-
lung zweier Photonen auftretenden 4–Vektoren sind p, p′, k1, k2, c1, c2. Wir unter-
scheiden fu¨r zwei im kollinearen Kegel um die ~p–Richtung abgestrahlte Photonen
die auftretenden Skalarprodukte anhand ihrer Gro¨ße. Die kleinen Skalarprodukte{




2) oder O(ψ212). Dabei ist ψij der Winkel zwi-
schen den ra¨umlichen Impulsen der Photonen γi und γj . Die großen Skalarprodukte{
(pp′), (pc1), (pc2), (p′k1), (p′k2), (k1c1), (k1c2), (k2c1), (k2c2)
}
ko¨nnen wie folgt gena¨hert werden:
(pp′) = 2E2 +O(m2)
(pci) =
√
2EQi +O(θ2i ) +O(m
2)









Da wir in unserer Na¨herung an denjenigen Termen interessiert sind, welche im tota-
len Wirkungsquerschnitt die fu¨hrenden und na¨chstfu¨hrenden Terme der Entwicklung
nach dem kollinearen Logarithmus liefern, vernachla¨ssigen wir bei der Berechnung
des quadrierten Matrixelementes alle Terme, welche mit drei oder mehr ”kleinen“
Skalarprodukten im Za¨hler und einem der Nenner (4.6) bis (4.8) gehen, — bzw. mit
(m2)−4+i mit i ≥ 2 fu¨r θ → 0 — da diese nicht zur fu¨hrenden und na¨chstfu¨hrenden
Ordnung des totalen Wirkungsquerschnittes beitragen werden.
4.3.1 Term, Kreuz– und Austauschterm
Ausgehend von
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M(ss′)X+2γcoll ≈M12X +M21X (4.11)
mit
M12X = e2v (p, s) /ε1
(/k1 − /p +m)
(k1 − p)2 −m2
/ε2
(/k1 + /k2 − /p +m)







M21X = e2v (p, s) /ε2
(/k2 − /p +m)
(k2 − p)2 −m2
/ε1
(/k1 + /k2 − /p +m)






berechnen wir in Anhang E, Abschnitt E.2 den quadrierten Term,∑
phys
|M12X |2 =: M12X12X = V12X12X +W12X12X
Austauschterm, ∑
phys

























enthalten, der fu¨hrende Anteil und die auch fu¨r masselose Fermionen auftretenden







4.3.2 Universelle NLL–Korrekturen ohne Beitra¨ge in m2, NLLc
Die in Abschnitt 3.3.1 fu¨r streng geordnete kollineare Photonen eingefu¨hrte Para-
metrisierung der Photonenergien erweist sich fu¨r den Fall vergleichbarer Photonen
γ1 und γ2 nur als bedingt geeignet, da sie die Symmetrie des gena¨herten Matrixele-
mentes unter Vertauschung der Photonen γ1 und γ2 verschleiern und dadurch die
gena¨herten Ausdru¨cke unno¨tig verkomplizieren wu¨rde. Wir erga¨nzen daher unsere
alte Parametrisierung
Q1 := (1− x1)E (4.14)
Q2 := (1− x2)x1E (4.15)
aus Abschnitt 3.3.1 durch eine zweite a¨quivalente Parametrisierung.
Q1 := (1− y2)y1E (4.16)
Q2 := (1− y1)E (4.17)



















2) + x2(1 + x2)
]








(pk1)P 212(1− x1)(1− x2)
}
(4.18)















2) + y2(1 + y2)
]







(pk2)P 212(1− y1)(1− y2)
}
(4.19)
Den Kreuztermanteil (K21X12X +K
12X
21X) aus Gleichung (E.49) dru¨cken wir symmetrisch

























































[−x1x2 − x1x22 − x21x22 + x21x32









[−y1y2 − y1y22 − y21y22 + y21y32






Der dem Restprozeß durch Abstrahlung der beiden Photonen verlorengegangene
Energieanteil ist natu¨rlich in beiden Parametrisierungen gleich, da
x12 = x1x2 = y1y2,
und ha¨ngt nur noch von der Summe der Photonenergien Q1+Q2 ab, wie Gleichung
(E.24) fu¨r das Bornmatrixelement zu entnehmen ist.
4.3.3 Zwei–Photon–Splittingfunktion






21X entha¨lt nach der Phasenraumintegration
Terme mit fu¨hrender und na¨chstfu¨hrender Potenz im kollinearen Logarithmus. Da
der zu betrachtende Beitrag symmetrisch in den Photonen γ1 und γ2 ist, integrieren










































dx1dx2T (x1, x2)σX(x1x2s) +O(L0c) (4.21)
Wir berechnen im folgenden Abschnitt die Zwei–Photon–Splittingfunktion in
der Form T (x1, x2), wobei die Details der Rechnungen Anhang E, Abschnitt E.4 zu
entnehmen sind. Durch die unsymmetrische Parametrisierung der Photonenergien
Q1 und Q2 in den Photon–Energievariablen x1 und x2 wird T (x1, x2) im allgemeinen
nicht symmetrisch in x1 und x2 sein.
V12X12X =
(1 + x21)(1 + x
2
2)




2) + x2(1 + x2)
]






(1− x1)(1− x2) [K5 −K2 +K4] (4.22)
sowie
V21X21X =
(1 + y21)(1 + y
2
2)




2) + y2(1 + y2)
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(1− x1)(1− x2)x1 [K5 +K6 +K1 − 2K2 − 2K3 +K4]
+
(


































[−x1x2 − x1x22 − x21x22 + x21x32








[−y1y2 − y1y22 − y21y22 + y21y32




















































sind von der Form
Ai(x1, x2)L2c +Bi(x1, x2)Lc + Ci(x1, x2)
In Abschnitt E.4 werden die Integrale Ki bis in einfachlogarithmischer Ordnung
berechnet [19]. Die Terme proportional L2c in V12X12X und V21X21X






(1− x1)(1− x2) [A5 −A2] L
2
c (4.26)








Im Kreuzterm K21X12X + K12X21X =: K2L2c + K1Lc verschwinden alle Terme propor-
tional L2c .





(1− x1)(1− x2)x1 [A1 +A5 +A6 − 2A2 − 2A3]
+
(


















[−x1x2 − x1x22 − x21x22 + x21x32








[−y1y2 − y1y22 − y21y22 + y21y32
















2(1− x1)2(1− x1 + x1x2)2
+















2(1− x1)(1− x1 + x1x2)2
[
− x1x2(1 + x2)












−2x1x2(1− x1 + x1x2)












Der Ausdruck fu¨r V12X12X+V21X21X+K21X12X+K12X21X ist symmetrisch unter gleichzeitiger
Vertauschung von x1 mit y1 sowie x2 mit y2, entsprechend der oben geforderten
Symmetrie unter Austausch der Photonenergien.
V12X12X + V21X21X +K21X12X +K12X21X = Lct(x1, x2) + Lct(y1, y2) (4.28)
+
L2cP (x1)P (x2)
2(1− x1)(1− x2)x1 +
L2cP (y1)P (y2)
2(1− y1)(1− y2)y1
Mit der na¨chstfu¨hrenden logarithmischen Ordnung ist die folgende von den Photon-
energievariablen x1 und x2 abha¨ngige Funktion t(x1, x2) verknu¨pft:
t(x1, x2) =
(1 + x21)(1 + x
2
2)




2) + x2(1 + x2)
]




(1− x2)B5(x1, x2) +
x22







B5(x1, x2) +B6(x1, x2) + 2B4(x1, x2)





















[−x1x2 − x1x22 − x21x22 + x21x32











Die gesuchte Zwei–Photon–Splittingfunktion T (x1, x2) berechnen wir aus der mit
dem aus dem Phasenraummaß der Photonenergie–Integration stammenden Faktor
Q1Q2dQ1dQ2
E4
= (1− x1)(1− x2)x21dx1dx2
multiplizierten Summe t(x1, x2)+ t(y1, y2). Nach einigen Umformungen erhalten wir










x31x2 + x1(1− x1 + x1x2)3
]
B3(x1, x2)
− x31x2(1− x1)(1− x2) [B5(x1, x2) +B6(x1, x2)]
Einsetzen der ebenfalls weiter vereinfachten Ausdru¨cke fu¨r B2(x1, x2), B3(x1, x2),
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(1− x1)(1− x2)x1(1− x1 + x1x2) ln
(













(1− x1)(1− x2)x1(1− x1 + x1x2)2 ln
(




liefert schließlich das folgende Ergebnis fu¨r T (x1, x2):












(1− x1 + x1x2)2








(1− x1)(1− x1 + x1x2)2
(1− x2)x21x2
)
Wie gefordert, ist T (x1, x2)dx1dx2 symmetrisch unter Vertauschen der Photonener-
gien, was nach Einsetzen von x1 und x2 in der Form x2 = 1 − Q2/x1E und x1 =
1−Q1/E deutlich wird.


















4.3.3.1 Zwei–Photon–Splittingfunktion im weichen Limes
Im Limes x1 → 1 entsprechend dem Grenzfall verschwindender Photonenergie Q1 =
(1 − x1)E geht die Zwei–Photon–Splittingfunktion T (x1, x2) aus Gleichung (4.31)
bei beliebigem x2 u¨ber in
lim
x1→1






2)(1− x1 + x1x2)2 − (1− x1 + x1x2)4 − x21x22
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(1− x1 + x1x2)4 + x21x22
(1− x1)(1− x2)(1− x1 + x1x2)2 ln
(


































Aufgrund der Symmetrie unter Austausch der Photonen geht daher die Zwei–Photon–
Splittingfunktion auch fu¨r verschwindende Energie Q2 = (1 − x2)x1E des zweiten
Photons und damit auch im Limes x2 → 1 gegen Null. Damit verbleiben im weichen
Limes in der Zwei–Photon–Splittingfunktion T (x1, x2) nur Terme nullter Potenz der
Photonenergien im Nenner, welche nach Integration u¨ber x1 und x2 keine infraroten
Logarithmen liefern.
Als Ergebnis ist festzuhalten, daß in einer Rechung mit masselosen Fermio-











c etc. erhalten wir automatisch zusammen mit den die fu¨hren-
den kollinearen Logarithmen liefernden Termen, diese sind also im fu¨hrenden kolli-
nearen Term bereits enthalten. Die Approximation des totalen Wirkungsquerschnit-
tes durch die fu¨hrenden kollinearen–logarithmischen Beitra¨ge wird demnach exakt
im Limes weicher Abstrahlungen.
Wir werden im na¨chsten Abschnitt sehen, daß aus den hier noch nicht behandel-
ten O˜(m2)–Termen sehr wohl Beitra¨ge in αNLNIRL
N−1
c zum totalen Wirkungsquer-
schnitt stammen werden.
4.3.4 NLL–Korrekturen fu¨r m 6= 0, NLLm
Bei Abstrahlung zweier Photonen von derselben Fermionlinie tritt in einer allgemei-
nen Rechnung anstelle des fu¨r streng geordnete Photonen gena¨herten Propagator-
nenners x1(pk2) der volle Propagatornenner proportional P12 (4.9) auf, wobei P12 im
Limes strenger Ordnung N1  N2 in den gena¨herten Ausdruck x1(pk2) u¨bergeht.













Dabei parametrisiert 0 < ∆ < 1 die Abweichung der Na¨herung x1(pk2) vom un-
gena¨herten Propagatornenner P12.
∆ := 1− x1(pk2)
P12
(4.36)
Im Gebiet strenger Ordnung ist ∆ 1, gilt aber keine strenge Ordnung, dann muß
∆ nicht unbedingt vernachla¨ssigbar klein sein. Terme mit P12 im Nenner werden
sich na¨herungsweise wie Terme mit (pk2) im Nenner verhalten.
Die bei der Berechnung des Kreuzterms in der P12–Parametrisierung nach Glei-
chung (4.35) auftretenden Beitra¨ge sind proportional zu 1/(pk1)(pk2), 1/(pk2)2 oder
(pk1)/(pk2)3. Da der fu¨hrende Beitrag jeder Ordnung der Abstrahlung im totalen
Wirkungsquerschnitt mit einem kollinearen Logarithmus behaftet ist, es also keine
nichtlogarithmischen Terme ho¨herer negativer Potenzen gibt, werden weitere Fak-
toren (pk1) oder (pk2) im Nenner nur zusammen mit dem Quadrat m2 der Fer-
mionmasse im Za¨hler auftreten, der das m−2–Verhalten von (pk1)−1 bzw. (pk2)−1
bei sehr kleinen Winkeln kompensiert. Wir erwarten daher bei Nichtvernachla¨ssigen
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der Fermionmassen in den NLL–Korrekturtermen des differentiellen Wirkungsquer-
schnittes fu¨r Abstrahlung zweier Photonen zusa¨tzliche Beitra¨ge in m2/(pk1)(pk2)2,
m2/(pk2)3, m2(pk1)/(pk2)4 oder m2/(pk1)2(pk2). Wie bereits in Abschnitt 4.2.3 ge-
zeigt, tra¨gt keiner der ersten drei dieser Terme im totalen Wirkungsquerschnitt in
NLL bei, da keines der Integrale der drei erstgenannten Terme nach Integration u¨ber
die Photonpolarwinkel θ1 und θ2 eine ho¨here Potenz als L0c liefert. Ein Term propor-
tional m2/(pk1)2(pk2) kann nur im quadratischen Term, nicht aber in Austausch–
und Kreuzterm auftreten. Das entsprechende Winkelintegral tra¨gt als von O(α2L1c)
zu den NLL–Korrekturen der Abstrahlung zweier Photonen bei, daher wird der in
Gleichung (E.33) angegebene Anteil W12X12X proportionalm
2 des quadratischen Terms





































(1− x2)P12 +O (NNLL) (4.37)
Setzen wir in Gleichung (4.37) fu¨r den Propagatornenner P12 wieder die Parame-





































4.4 Notation fu¨r fu¨hrende und na¨chstfu¨hrende Beitra¨ge
Zum Abschluß des vorliegenden Kapitels listen wir der U¨bersichtlichkeit halber alle
bisher berechneten Beitra¨ge fu¨hrender und na¨chstfu¨hrender logarithmischer Ord-
nung auf. Da wir auch in Zukunft beru¨cksichtigen wollen, daß es sich bei Zwei–
Photon– und O˜(m2)–Korrekturen um vo¨llig verschiedene Arten von Korrekturen
handelt, fu¨hren wir separate Namen fu¨r diese ein. Ferner sei auf die erst in Kapitel
6 angesprochenen, je nach Art des Prozesses eventuell relevanten nichtuniversellen
Korrekturen hingewiesen.
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LLA Fu¨hrender Beitrag im kollinearen Logarithmus, entha¨lt alle Beitra¨ge propor-
tional (αLc)N des totalen Wirkungsquerschnittes der Abstrahlung von N Pho-
tonen. Die Abstrahlung jedes Photons liefert einen Faktor (α/pi) LcP (xi).
NLLm Entha¨lt neben den LLA–Beitra¨gen auch die aus den O˜(m2)–Termen stammen-
den Korrekturen na¨chstfu¨hrender Ordnung im kollinearen Logarithmus, d.h.
Terme proportional αNLN−1c bei Abstrahlung einer festen Anzahl von N Pho-
tonen. Hierbei handelt es sich um eine universelle Korrektur, die vom unter
dem kleinsten Winkel abgestrahlten Photon in der Abstrahlungslinie herru¨hrt.
In jeder Ordnung N der Abstrahlung ist fu¨r das erste abgestrahlte Photon ein
Faktor (α/pi) [LcP (xi)−NR(xi)] einzusetzen, fu¨r die u¨brigen wieder der LLA–
Faktor (α/pi) LcP (xi).
NLLsoft Die NLLsoft–Na¨herung entspricht dem um den weichen Grenzfall der O˜(m2)–
Korrekturen erweiterten LLA–Anteil. Hier treten in na¨chstfu¨hrender Ordnung
im kollinearen Logarithmus nur Terme proportional αNLN−1c LNIR bei fester
Ordnung N der Abstrahlung auf.
NLLc Um den Beitrag der auch fu¨r masselose Fermionen im Anfangszustand auftre-
tenden Zwei–Photon–Korrekturen erweiterter LLA–Anteil. Auch dies ist eine
universelle Korrektur. Zum LLA–Anteil wird fu¨r jedes Paar aufeinanderfolgend
abgestrahlter Photonen ein LLA–Anteil addiert, fu¨r welchen die Splittingfunk-
tionen P (xi)P (xj) des jeweiligen Photonpaares ersetzt wird durch eine Zwei–
Photon–Splittingfunktion T (x1, x2).
NLLc+m Um Zwei–Photon– und O˜(m2)–Korrekturen, also um alle universellen Korrek-
turen, erweiterter LLA–Beitrag.
NLLZ Der LLA–Term wird erweitert um die O˜(m2)–Korrekturen sowie um einen fu¨r
den Prozeß e+e− → Zγ berechneten nichtuniversellen Term. Dieser Beitrag





Eine Radiatorfunktion, die Beitra¨ge bis beispielsweise in α2 zum ISR–Wirkungsquer-
schnitt gut wiedergibt, wird gegenu¨ber dem herko¨mmlichen LLA–Radiator verbes-
serte Werte fu¨r den inklusiven Wirkungsquerschnitt fu¨r Anfangszustandsabstrah-
lung liefern. Im Laufe der Rechnung konnten wir zwei Sorten universeller NLL–
Korrekturen unterscheiden, zum einen die aus den O˜(m2)–Beitra¨gen stammenden
NLLm–, zum anderen die durch die Zwei–Photon–Splittingfunktion beschriebenen,
auch fu¨r masselose Fermionen auftretenden NLLc–Korrekturen. Aufsummation aller
in na¨chstfu¨hrender logarithmischer Ordnung verbesserten Teilwirkungsquerschnitte
der Abstrahlung von n Photonen liefert den zum jeweiligen Bornprozeß geho¨rigen
ISR–Wirkungsquerschnitt. Dieser kann wieder als Faltung des Bornquerschnittes mit
einer die Abstrahlungen beschreibenden Radiatorfunktion geschrieben werden. Wir
werden nun NLLc– und NLLm–Korrekturen zur in Kapitel 3 berechneten LLA–
Radiatorfunktion diskutieren. Dabei interessieren uns an dieser Stelle nach wie
vor nur die bisher betrachteten, nicht von der konkreten Wahl des Bornprozesses
abha¨ngenden universellen Korrekturen.
5.1 Zwei–Photon–Splittingfunktion
Wie wir in Kapitel 4 bei der Betrachtung der Zwei–Photon–Splittingfunktion T (x1, x2)
im Limes weicher Photonen feststellen konnten, entha¨lt diese keine Infrarotsingula-
rita¨ten. In den folgenden Rechnungen verwenden wir eine Zwei–Photon–Splitting–
Funktion, welche nur noch von der Variable x12 := x1x2 abha¨ngt. Da diese infrarot-
























































1− x+ z +
z2 − z
















x− z − 2(1− z) +
z2 − 1




















ln z − 3(1− z)(1− z)pi
2
6
+ (1− z)(2z − 1) ln(1− z)− 2(1− z)(1 + z)Li2(z)− (3 + z2)Li2(1− z)










Im Limes z → 1 verschwindet T (z).
5.2 Symbolische Notation
Zur Veranschaulichung definieren wir eine Art Feynmanregeln zur Berechnung der
universellen fu¨hrenden und na¨chstfu¨hrenden Beitra¨ge. Dabei wird jede Splitting-


















in die betreffende Fermionlinie symbolisiert. Den Bornprozeß e+e− → X ersetzen
wir in dieser Notation durch das Symbol
≡ σX(xs)
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Die Beitra¨ge fu¨hrender logarithmischer Ordnung der Faltung des Bornquerschnit-
tes mit einer LLA–Radiatorfunktion
















DLLA (x, Lc)σX (xs) dx (5.3)
schreiben sich in der neuen symbolischen Notation als
σLLAX+ISR ≡
 + + + ...
⊗
  (5.4)
Mit der symbolischen Darstellung
DLLA(x,Lc) ≡
 + + + + ...

(5.5)
fu¨r die LLA–Radiatorfunktion sieht die zugeho¨rige Evolutionsgleichung in der diffe-
rentiellen Form wie folgt aus:
∂
∂Lc
 + + + + ...

=
 + + + + ...
⊗
 




Wie wir in Kapitel 4 bereits feststellten, tra¨gt in unserer Unterscheidung der Pho-
tonen nach ihren Polarwinkeln θ1 < . . . < θn nur das unter dem kleinsten Win-
kel abgestrahlte Photon mit einem Beitrag R+(x1) zur na¨chstfu¨hrenden kollinear–


















in der symbolischen Notation wie folgt aussehen:
∆σNLLmX+ISR ≡




Die +–Distribution von R(x) nach Gleichung (4.39) folgt analog zu P+(x) aus Glei-
chung (3.31).
5.3.1 Entwicklungsgleichung fu¨r die NLLm–Radiatorfunktion










































welche sich von der Entwicklungsgleichung (3.35) des LLA–Radiators nur durch die
vera¨nderte Anfangsbedingung





unterscheidet. In der symbolischen Darstellung
DNLLm(x,Lc)
≡
 + + + + + . . .
 (5.14)
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 + + + + + . . .

=








Fu¨r die in NLLm korrigierte Radiatorfunktion erhalten wir eine Gribov–Lo¨sung der
Form



































Wir erkennen in der ersten Zeile von Gleichung (5.17) wieder die LLA–Gribov–
Lo¨sung aus Gleichung (3.37), welche aufgrund der vera¨nderten Anfangsbedingung
(5.13) mit dem Faktor in der zweiten Zeile von (5.17) zu multiplizieren ist.
5.3.2 NLLm–Radiatorfunktion bis in O(η
2)
Auch im Fall der in NLLm verbesserten Radiatorfunktion ko¨nnen wir wieder eine
Faktorisierung in einen harten x–abha¨ngigen und einen weichen x–unabha¨ngigen
Anteil ansetzen.
DNLLm(x, η) = ENLLm(η) · dNLLm(x, η) (5.18)
Die Rechnungen werden analog zu den in Abschnitt C.4 fu¨r die analytische Lo¨sung
der LLA–Radiatorfunktion dargestellten durchgefu¨hrt. Mit der Anfangsbedingung




1− xΘ(1− ε− x)
erhalten wir




















































Suchen wir eine Lo¨sung, welche im Limes x → 1 in die weiche Gribov–Lo¨sung
u¨bergeht, bzw. die resummierten und regularisierten Infrarotsingularita¨ten entha¨lt,
dann folgt aus dem Ansatz
DLLAm (x, η) = Dx→1LLAm (x, η) a (x, η) + b (x, η) (5.20)
mit











bk (x) = 0 (5.23)
nach Koeffizientenvergleich mit (C.40)











Um den um die durch die Zwei–Photon–Korrekturen (NLLc–) erga¨nzten Wirkungs-
querschnitt der Abstrahlung von n Photonen zu berechnen, muß der korrekte statis-
tische Faktor angebracht werden. Bei Abstrahlung von n Photonen werden n − 2
der Photonen durch eine Splittingfunktion und einen Faktor αLcP (xi) beschrieben,
wa¨hrend zwei der Photonen als Photonpaar gewertet werden und durch αLcT (x12)
gekennzeichnet sind. Sehen wir dieses Photonpaar als neues Teilchen an, dann ist
ein statistischer Faktor 1/(n − 1)! fu¨r die nun n abgestrahlten Teilchen anzubrin-
gen. Ferner gibt es bei Abstrahlung von n Photonen n− 1 Mo¨glichkeiten, ein Paar
aus nacheinander abgestrahlten Photonen zu bilden. Benennen wir die Integrations-
variablen entsprechend um, ist zu sehen, daß es formal ausreicht, die Abstrahlung


























Die Zwei–Photon–Korrekturen sind fu¨r jedes Photonpaar einzusetzen und treten















In der symbolischen Notation schreiben wir
∆σNLLcX+ISR ≡




5.4.1 Entwicklungsgleichung fu¨r die NLLc–Radiatorfunktion
Der die Zwei–Photon–Korrekturen enthaltende ISR–Wirkungsquerschnitt σNLLcX+ISR





































entha¨lt nun die auch fu¨r masselose Fermionen auftretenden universellen Korrekturen
na¨chstfu¨hrender Ordnung im kollinearen Logarithmus. Nach Umbenennen des Sum-
mationsindex und der Integrationsvariablen in der letzten Zeile von Gleichung (5.29)
fassen wir die einzelnen Beitra¨ge zusammen und schreiben den NLLc–Radiator als











































und schreiben den NLLc–Radiator nach Hinzufu¨gen weiterer Zwei–Photon–Beitra¨ge
in der hier nicht weiter betrachteten Ordnung O(αnLn−2c ) oder niedriger als





















In der graphischen Notation geschrieben, beru¨cksichtigen wir nun bei Abstrahlung
von beispielsweise vier Photonen zusa¨tzlich zu den Beitra¨gen
+ + +
(5.32)
der fu¨hrenden und na¨chstfu¨hrenden Ordnung (αLc)4 und α4L3c auch den Zwei–
Photon–Beitrag proportional α4L2c .
(5.33)
























DNLLc(x,Lc) = δ(1− x) (5.35)
In der symbolischen Darstellung
DNLLc(x,Lc) ≡













 + + + + ...

(5.37)
Die Anfangsbedingung stellen wir dar als
DNLLc(x, 0) ≡
  (5.38)
Prinzipiell besteht wieder die Mo¨glichkeit, fu¨r die Evolutionsgleichung (5.34)
durch Mellin–Transformation, Lo¨sen der transformierten Differentialgleichung und
Ru¨cktransformation fu¨r x → 1 eine Gribov–artige Lo¨sung zu finden. Durch die
kompliziertere Form der Zwei–Photon–Splittingfunktion wu¨rde sich diese Rechnung
allerdings recht aufwendig gestalten. Empfehlenswert wa¨re daher sicherlich ein nu-
merischer Lo¨sungsversuch, beispielsweise mittels Monte Carlo–Verfahren [13].
Wir halten fest, daß NLLm– und NLLc–Korrekturen zwei vo¨llig unterschiedliche
Arten von Korrekturen darstellen. Wa¨hrend NLLm–Korrekturen nur durch das un-
ter kleinstem Winkel zur Strahlrichtung abgestrahlte Photon hervorgerufen werden
und lediglich in einer modifizierten Anfangsbedingung der Evolutionsgleichung re-
sultieren, a¨ndern die im gesamten Winkelbereich fu¨r jedes Photonpaar auftretenden
Zwei–Photon–Korrekturen die Evolutionsgleichung selbst, nicht aber deren Anfangs-
bedingung. Die bereits in der Einleitung erwa¨hnten, je nach Bornprozeß mo¨glicher-
weise auftretenden nichtuniversellen Korrekturen, werden in na¨chsten Kapitel im
Rahmen der numerischen Tests fu¨r die konkreten Beispielprozesse e+e− → Zγ und





Kapitel 5 hatten wir darauf verwendet, fu¨r zwei im selben kollinearen Winkelbe-
reich abgestrahlte Photonen diejenigen Terme des quadrierten Matrixelementes zu
identifizieren, welche im totalen Wirkungsquerschnitt Beitra¨ge in fu¨hrender und
na¨chstfu¨hrender Ordnung in Lc liefern ko¨nnen. Die einfachste Mo¨glichkeit, die in
na¨chstfu¨hrender Ordnung verbesserte Na¨herung zu testen, ist der Vergleich mit dem
ungena¨herten Wirkungsquerschnitt der Abstrahlung zweier Photonen. Dazu sind die
gena¨herten Ausdru¨cke fu¨r Abstrahlung beider Photonen kollinear zur ~p– und kolli-
near zur ~p′–Richtung sowie der Abstrahlung jeweils eines Photons kollinear zur ~p–
und ~p′–Richtung zu addieren
Die Berechnung eines totalen Wirkungsquerschnittes ist grob in zwei Arbeitsab-
schnitte zu unterteilen, die Berechnung des quadrierten Matrixelementes bzw. des
differentiellen Wirkungsquerschnittes und des Phasenraums, welche nur in den ein-
fachsten Fa¨llen analytisch durchfu¨hrbar sind. Bereits fu¨r drei Endzustandsteilchen
ko¨nnen nicht geschlossen darstellbare Integrale auftreten, so daß es sich empfiehlt,
die Phasenraumintegration mittels eines Monte–Carlo–Verfahrens durchzufu¨hren
[17]. Die im folgenden vorgestellte Zγγ–Phasenraumparametrisierung in einer Pho-
tonenergie, zwei Polarwinkeln und zwei Azimuthwinkeln, von denen einer lediglich
den trivialen Faktor 2pi liefert, hat sich im hier vorliegenden Fall als die am besten ge-
eignete herausgestellt. Um die Berechnung des ungena¨herten Wirkungsquerschnittes
ohne analytische Vorarbeit numerisch durchzufu¨hren zu ko¨nnen, berechnen wir die
Helizita¨tsamplituden aus den Spinoren, Wellenfunktionen und Dirac–Matrizen fu¨r
alle Polarisationskombinationen der beteiligten Teilchen. Dies erfordert zwangsla¨ufig
eine große Anzahl an Multiplikationen, die eine derartige numerische Rechnung sehr
zeitaufwendig machen, bietet aber die Mo¨glichkeit, verschiedene Photoneichungen
zu testen, von denen sich die in Abschnitt 2.2.1 vorgestellte physikalische Eichung
auch fu¨r die numerische Rechnung als die sinnvollste Wahl erweist.
6.1 Phasenraumintegrationen fu¨r e+e− → Z + nγ
Ausgangspunkt der weiteren Diskussion wird das ungena¨herte 2→ 3–Phasenraum-












(p+ p′ − k1 − k2)2 −M2Z
)
Q1Q2dQ1dQ2d cos θ1d cos θ2dφ1dφ2
(6.1)





1− Q12E (1− cosψ12)
] (6.2)
Hier bezeichnet ψ12 denWinkel zwischen den Photonrichtungen, cosψ12 = cos θ1 cos θ2+






∫  s− 4EQ1 −M2Z
s
[
1− Q12E (1− cosψ12)
]
 Q1dQ1d cos θ1d cos θ2dφ1dφ2[








, 0 ≤ θ1, θ2 ≤ pi, 0 ≤ φ1, φ2 ≤ 2pi














































































6.1.1 Kollinear gena¨herter Phasenraum
Wir untersuchen im folgenden geeignete Na¨herungen fu¨r die Phasenraumbereiche
kollinear abgestrahlter Photonen, wie sie zur Berechnung der fu¨hrenden kollinear–
logarithmischen Ordnung herangezogen werden. Wird fu¨r e+e− → Zγγ eines der
Photonen — wir wa¨hlen γ1 — kollinear gena¨hert, dann muß konsequenterweise
die Deltafunktion der Impulserhaltung ebenfalls durch den entsprechenden kollinear
gena¨herten Ausdruck δ(x1p+p′−k2−kZ) bzw. durch δ(p+x1p′−k2−kZ) fu¨r γ1 ‖ p′







1− Q12E (1− cos θ2)
] +O(m2) (6.7)







1− Q12E (1 + cos θ2)
] +O(m2) (6.8)
fu¨r ein zu ~p′ kollinear abgestrahltes Photon folgt. Die Phasenraumintegration zerfa¨llt
somit in die Integration Γγ1‖pZγγ [1] u¨ber den fu¨r ein anna¨hernd zu ~p kollineares Pho-
ton gena¨herten Phasenraumbereich und die Integration Γγ1‖p
′
Zγγ [1] u¨ber den fu¨r ein







∫  s− 4EQ1 −M2Z
4E
[
1− Q12E (1− cos θ2)
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 Q1dQ1d cos θ1d cos θ2dφ1dφ2
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∫  s− 4EQ1 −M2Z
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1− Q12E (1 + cos θ2)
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 Q1dQ1d cos θ1d cos θ2dφ1dφ2
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Wird das zweite Photon ebenfalls kollinear gena¨hert, dann ist analog die Impuls-
erhaltungs–Deltafunktion zu ersetzen durch δ(x1x2p+p′−kZ), wenn beide Photonen
als kollinear zu ~p behandelt werden, durch δ(x1p+y1p′−kZ), wenn γ1 kollinear zu ~p
und γ2 kollinear zu ~p′ gena¨hert wird, durch δ(y1p+ x1p′− kZ), wenn γ2 kollinear zu
~p und γ1 kollinear zu ~p′ gena¨hert wird und schließlich δ(p+y1y2p′−kZ), wenn beide
Photonen als kollinear zu p′ gena¨hert werden. Damit erhalten wir fu¨r die Energie






























Die Phasenraumintegration zerfa¨llt nun in die Beitra¨ge




















fu¨r Abstrahlung beider Photonen kollinear zu derselben Fermionlinie und
Γγ1‖p,γ2‖p
′






















fu¨r Abstrahlung der Photonen kollinear zu verschiedenen Fermionlinien. Als Abku¨rzung
wurde z :=M2Z/s verwendet.
6.2 Gena¨herte Wirkungsquerschnitte, universelle und nichtuni-
verselle Korrekturen
Im folgenden Abschnitt berechnen wir nun die Wirkungsquerschnitte der Prozes-
se e+e− → Zγ und e+e− → Zγγ in fu¨hrender kollinear–logarithmischer LLA–,
in um die Beitra¨ge der O˜(m2)–Terme verbesserter NLLm– und in um die universel-
len kollinear–logarithmischen NLLc– und NLLm–Terme verbesserter NLLc+m–Na¨he-
rung. Ferner untersuchen wir die mit NLLZ bezeichnete Na¨herung, welche zusa¨tzlich
zu den Beitra¨gen der O˜(m2)–Terme auch nichtuniverselle Beitra¨ge entha¨lt.
6.2.1 Gena¨herter Wirkungsquerschnitt fu¨r e+e− → Zγ
Der e+e− → Zγ–Wirkungsquerschnitt kann analytisch berechnet werden und lautet












Lc − 2z1− z − (1− z)
]
(6.15)










2. Mit Ie+e−→Z nach Gleichung (B.17) berechnen




















Der um die universelle Korrektur in na¨chstfu¨hrender logarithmischer Ordnung er-
weiterte gena¨herte Wirkungsquerschnitt folgt mittels















mit R(x) nach Gleichung (4.39). Zwei–Photon–Korrekturen treten erst bei Abstrah-
lung von zwei oder mehr Photonen auf. Fu¨r den um den zusa¨tzlich zu den NLLm–
Beitra¨gen auftretenden nichtuniversellen Beitrag korrigierten gena¨herten Wirkungs-
querschnitt berechnen wir














Vergleich von Gleichung (6.18) mit Gleichung (6.15) zeigt, daß σNLLZZγ (s) den analy-
tisch berechneten Wert exakt wiedergibt. Ferner sehen wir an dieser Stelle, daß sich










[Lc − 1] , (6.19)
da sich bei Integration u¨ber den vollen Winkelbereich nichtuniverseller und O˜(m2)–
Term hier zufa¨lligerweise gerade zu einem zur Splittingfunktion P (z) proportionalen
Term zusammensetzen. Ob nichtuniverselle Stu¨cke auftreten oder nicht, ha¨ngt, wie
in Anhang B, Abschnitt B.7 gezeigt, von der Art der Kopplung im 2→ 2–Bornprozeß
ab. Bei Vektor–und Axialvektorkopplung treten nichtuniverselle Stu¨cke auf, bei ska-
larer und pseudoskalarer Kopplung hingegen nicht.
Abbildung 6.1 zeigt das Verha¨ltnis der einzelnen gena¨hertenWirkungsquerschnit-
te zum ungena¨herten Wirkungsquerschnitt. Wir stellen fest, daß bei kleinen Strahl-
energien E der um den O˜(m2)–Beitrag erweiterte LLA–Querschnitt den ungena¨her-
tenWirkungsquerschnitt gut anna¨hert, mit steigender Strahlenergie wird diese Na¨he-
rung schlechter, da der nichtuniverselle Anteil an Sta¨rke gewinnt. Nur die sowohl um
den O˜(m2)–Beitrag als auch um den nichtuniversellen Anteil verbesserte LLA–Na¨he-
rung reproduziert den ungena¨herten Wirkungsquerschnitt.
6.2.2 Gena¨herter Wirkungsquerschnitt fu¨r e+e− → Zγγ
Im na¨chsten Schritt betrachten wir den gena¨herten Zγγ–Wirkungsquerschnitt. Da
die kollinearen Phasenraumbereiche disjunkt sind, tragen nur die Integrationen der
jeweiligen gena¨herten quadrierten Matrixelemente u¨ber den zugeho¨rigen gena¨herten
Phasenraum bei.
6.2.2.1 Na¨herung der Abstrahlung eines Photons
Wird nur eines der beiden abgestrahlten Photonen kollinear gena¨hert, berechnen wir
den totalen Wirkungsquerschnitt unter Einschra¨nkung der Photonenergien auf den

























Da zwei ununterscheidbare Photonen abgestrahlt werden, ist ein statistischer Fak-


































LLA plus nichtunivers. NLL-Term
NLL_Z
Abbildung 6.1: Verha¨ltnis von mit LLA, NLLm, LLA plus nichtuniversellem Anteil sowie
NLLZ gena¨hertem zum ungena¨herten Zγ–Wirkungsquerschnitt im vollen Winkelbereich,
massive Fermionen
nach Gleichung (6.20) sind die betreffenden Na¨herungen fu¨r das quadrierte Matri-
xelement anzugeben. Wir parametrisieren die Energie des als kollinear gena¨herten
Photons als Q1 := (1− x1)E.
Das bis auf vernachla¨ssigbare Terme in O(m2) berechnete quadrierte und po-
larisationssummierte Matrixelement fu¨r den Prozeß e+e− → Zγ bei einlaufendem





























































































fu¨r γ1 ‖ ~p′. Der totale Wirkungsquerschnitt zeigt wieder die erwartete Entwicklung
nach dem kollinearen Logarithmus, wobei hier allerdings in na¨chstfu¨hrender Ord-
nung ein zusa¨tzlicher Term proportional Lc auftritt,

























welcher durch die Struktur des Bornquerschnittes bestimmt und somit nichtuniver-
sell ist.
6.2.2.2 Na¨herung der Abstrahlung beider Photonen
Das Integral u¨ber den fu¨r zwei zu p′ kollineare Photonen gena¨herten Phasenraum
kann durch eine Variablentransformation in die entsprechende Integation u¨ber den
Bereich zweier zu p kollinearer Photonen u¨bergefu¨hrt werden. Daher berechnet sich


























Zur Berechnung von (6.24) ist zu bemerken, daß die Form der gena¨herten Ma-
trixelemente von der gewa¨hlten Parametrisierung der Polarwinkel abha¨ngt. Fu¨r den
fu¨r zwei zur ~p–Richtung kollinear abgestrahlte Photonen gena¨herten Phasenraum
berechnen wir das Polarwinkelintegral fu¨r θ1 < θ2. Die Energien beider Photonen
sollen nach Voraussetzung denselben Bereich abdecken. Wir parametrisieren die fu¨r
die weitere Rechnung von (6.24) beno¨tigten Phasenraumbereiche kollinearer Photo-
nen als





γ1 ‖ p, γ2 ‖ p′, Q1 = (1− x1)E, Q2 = (1− x2)E
Die gena¨herten quadrierten Matrixelemente bestehen aus einem die Photonabstrah-
lung im betreffenden Phasenraumbereich beschreibendem Anteil, welchen wir mit
dγ1γ2‖p(x) bzw. dγ1‖p,γ2‖p′(x) bezeichnen, multipliziert mit dem quadrierten und po-























Als quadriertes Born–Matrixelement ist∑
Pol




einzusetzen. Die Funktionen dγ1γ2‖p(x) und dγ1‖p,γ2‖p′(x) werden in den folgenden
Unterabschnitten fu¨r die spa¨ter numerisch zu vergleichenden Na¨herungen aufgefu¨hrt.
Um im totalen Wirkungsquerschnitt die fu¨hrenden kollinear–logarithmischen

















In der reinen LLA werden nur die fu¨hrenden logarithmischen Terme beru¨cksichtigt,
daher kann mit masselosen Fermionen gerechnet werden, wenn bei einem minimalen
Winkel θmin = m/E (maximalen Winkel θmax = pi −m/E) abgeschnitten wird.
Fu¨r den totalen Wirkungsquerschnitt erhalten wir vor Ausfu¨hren der Energiein-


















































die durch die Einschra¨nkung auf den EnergiebereichQmin := (1−xmax)E < Q1, Q2 <
(1−z)E auftretende Stufenfunktion ab. Im Limes xmax → 1 gehen die x1–Integrations-
grenzen fu¨r zwei zu ~p kollineare Photonen und diejenigen fu¨r ein zu ~p und ein zu ~p′


























−2(1− z) + 4P (z) ln(1− z)− ln z
(1− z)(1 + 3z
2) + 3P (z)
]
Die um die mit der fu¨hrenden infraroten Ordnung verknu¨pften Terme na¨chstfu¨hren-



































Die oben vereinbarte Unterscheidung der Photonen γ1 und γ2 anhand ihrer Polar-






































































































4P (z) ln(1− z) [Lc − 2] + Lc
[
−2(1− z)− ln z
(1− z)(1 + 3z








Die Funktionen dNLLc+m entsprechen den um die in Kapitel 4 berechneten NLLc–































































Im Limes xmax → 1 erhalten wir mit dem Ergebnis der Energieintegration u¨ber die
Zwei–Photon–Splittingfunktion nach Gleichung (5.2) fu¨r den totalen Wirkungsquer-
schnitt das folgende Ergebnis.
σ
NLLc+m























− 3(1− z)(1− z)pi
2
6
+ (1− z)(2z − 1) ln(1− z)− 2(1− z)(1 + z)Li2(z)











Die zusa¨tzlich auch um die nichtuniversellen Terme verbesserte NLLm–Na¨herung





































Im Limes xmax → 1 folgt






















Dieser Wirkungsquerschnitt la¨ßt sich mit P (x) = R(x)+ (1−x) schreiben als LLA–
Wirkungsquerschnitt, bei welchem die Ersetzung




Der Vorteil der Verwendung eines adaptiven Monte Carlo–Algorithmus wie VEGAS
liegt darin, daß sich die Integrationsroutine dem Integranden anpaßt und durch eine
geeignete Kombination von stratified und importance sampling nach einer optimalen
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Integrationsvariablen sucht [16], [18]. Allgemein
ko¨nnen die in der Hochenergiephysik auftretenden Integranden Singularita¨ten in
verschiedenen Integrationsvariablen aufweisen, daher bieten sich Mehrkanalverfah-
ren an. In den von uns betrachteten Beispielen treten Singularita¨ten in den Winkelin-
tegrationen auf. Da das hier verwendete, in Abschnitt B.8 des Anhangs besprochene
Mapping auch bei Abstrahlung von mehr als einem Photon die durch die jeweils
kollinear fu¨hrenden Terme in (1±β cos θi)−1 hervorgerufenen starken Fluktuationen
gla¨tten kann, sind Mehrkanalverfahren fu¨r unsere Beispielrechnungen nicht zwin-
gend erforderlich. Sie ko¨nnten aber im Rahmen einer optimierten Berechnung des
ungena¨herten Wirkungsquerschnittes zum Einsatz kommen.
Da beim Versuch, die numerische Erzeugung des ungena¨herten Matrixelements
durch geeignete Umformungen zu beschleunigen, fu¨r kleine Winkel versta¨rkt Run-
dungsfehler auftraten, verzichten wir an dieser Stelle zugunsten der besseren Kon-
trolle u¨ber die Rechengenauigkeit auf eine numerische Optimierung des ungena¨her-
ten Matrixelementes.






























Abbildung 6.2: Verha¨ltnis von mit LLA und NLLc gena¨hertem zu ungena¨hertem Zγγ–




◦], Q1, Q2 >

































Abbildung 6.3: Verha¨ltnis von mit LLA und NLLc gena¨hertem zu ungena¨hertem Zγγ–




◦], Q1, Q2 >
10−6(1− z)E. Die Ergebnisse fu¨r LLA und NLLZ fallen zusammen.
In der Darstellung der Ergebnisse verzichten wir auf die Darstellung der Fehler-
balken, wenn diese von der Gro¨ße der abgebildeten Datenpunkte sind. Sollten mit
unterschiedlichen Na¨herungsmethoden berechnete Ergebnisse so nahe zusammenlie-
gen, daß sie in einer Abbildung nicht getrennt aufzulo¨sen sind, wird nur einer der
Datensa¨tze dargestellt.
Fu¨r zwei im selben kollinearen Winkelbereich abgestrahlte Photonen zeigt sich
in Abbildung 6.2 und 6.3 fu¨r den Fall masseloser Fermionen im Anfangszustand
im Bereich niedriger Strahlenergien bis ca. 80GeV gute U¨bereinstimmung der mit
LLA, NLLZ und NLLc erzielten Ergebnisse mit der ungena¨herten Rechnung. Wir
folgern daher, daß bei Strahlenergien unterhalb von etwa 80GeV, d.h. Schwerpunkt-
energien
√
s von etwa 160GeV, die na¨chstfu¨hrenden gegenu¨ber den fu¨hrenden loga-
rithmischen Termen stark unterdru¨ckt sind. Mit steigender Strahlenergie fallen die
Ergebnisse von LLA und NLLZ relativ zur ungena¨herten Rechnung deutlich kleiner
aus, so daß bei TESLA–Energien von 250GeV pro einlaufendem Fermion mit um
die 4% Abweichung vom Sollwert zu rechnen ist, wa¨hrend die Ergebnisse der NLLc–
Rechnung, die sa¨mtliche mit der na¨chsten Ordnung in den kollinearen Logarithmen
verknu¨pften Anteile enthalten, weiterhin weniger als 1% vom Sollwert abweichen.
Die Tatsache, daß die Werte der NLLZ–Na¨herung innerhalb der Fehlergrenzen mit
denen der LLA zusammenfallen, erkla¨rt sich daraus, daß in der NLLZ–Rechnung
zusa¨tzlich zu den fu¨hrenden Termen der LLA lediglich der nichtuniverselle Anteil





































Abbildung 6.4: Verha¨ltnis von mit LLA, NLLc und NLLZ gena¨hertem zu ungena¨hertem
Zγγ–Wirkungsquerschnitt, masselose Fermionen, voller Winkelbereich θ1, θ2 ∈
[
m
E , pi − mE
]
,




































Abbildung 6.5: Verha¨ltnis von mit LLA, NLLc und NLLZ gena¨hertem zu ungena¨hertem
Zγγ–Wirkungsquerschnitt, masselose Fermionen, voller Winkelbereich θ1, θ2 ∈
[
m
E , pi − mE
]
,
Q1, Q2 > 10−6(1− z)E
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Abbildung 6.4 und 6.5 zeigen die Ergebnisse der entsprechenden Rechnungen fu¨r
den u¨ber den vollen Winkelbereich integrierten e+e− → Zγγ–Wirkungsquerschnitt.
Hier stellen wir fest, daß weder LLA– noch NLLc–Na¨herung zufriedenstellende Er-
gebnisse liefern, die Resultate weichen zwischen 2% und 3% vom Sollwert ab. Dage-
gen liegen hier die Ergebnisse der NLLZ–Na¨herung deutlich besser, was ein starker
Hinweis darauf ist, daß auch fu¨r den Prozeß e+e− → Zγγ nichtuniverselle Terme
bei Integration u¨ber den vollen Winkelbereich eine Rolle spielen.



































Abbildung 6.6: Verha¨ltnis von mit LLA, NLLsoft, NLLm und NLLc+m gena¨hertem zu
ungena¨hertem Zγγ–Wirkungsquerschnitt, massive Fermionen, Winkelbereich θ1, θ2 ∈ [0, 1◦],
Q1, Q2 > 10−6(1 − z)E, Fehlerbalken von der Gro¨ße der Punkte. NLLm und NLLZ fallen
zusammen.
Fu¨r massive Fermionen im Anfangszustand und kollinear im Kegel mit O¨ffnungs-
winkel 1◦ um die Strahlrichtung abgestrahlte Photonen versagt, wie Abbildung 6.6
und 6.7 zeigen, die reine LLA recht deutlich. Bei einer Strahlenergie von 50GeV
liegt die Abweichung bei etwa 15%, fa¨llt aber bei TESLA–Strahlenergien um die
250GeV deutlich ab und liegt je nach gewa¨hlter Minimalenergie der Photonen bei
nur noch etwa 3% oder schneidet die Linie der Sollwerte. Wie weiter zu erkennen,
ist die NLLsoft–Na¨herung, welche nur den α2LcL2IR–Anteil der Korrekturen entha¨lt,
nur in der Na¨he der Z–Schwelle eine brauchbare Na¨herung. Bei Strahlenergien ab
etwa 50GeV wird die Abweichung vom Sollwert immer drastischer, da hier aufgrund
der Phasenraumgeometrie des betrachteten Prozesses nicht beide Photonen gleich-
zeitig sehr weich sein ko¨nnen und somit die Niederenergieapproximation NLLsoft
der na¨chstfu¨hrenden Terme versagt. Die Na¨herung wird verbessert, wenn wie in der
82





































Abbildung 6.7: Verha¨ltnis von mit LLA, NLLsoft, NLLm und NLLc+m gena¨hertem zu
ungena¨hertem Zγγ–Wirkungsquerschnitt, massive Fermionen, Winkelbereich θ1, θ2 ∈ [0, 1◦],
Q1, Q2 > 10−3(1 − z)E, Fehlerbalken von der Gro¨ße der Punkte. NLLm und NLLZ fallen
zusammen
Die gute U¨bereinstimmung der Ergebnisse der NLLc+m– mit der ungena¨herten
Rechnung zeigt, daß im betrachteten Winkelbereich die Korrekturen durch nicht-
universelle Anteile vernachla¨ssigbar sind. Dies wird ferner dadurch besta¨tigt, daß
die NLLZ–Na¨herung fu¨r ein kollineares Photon und die die in na¨chstfu¨hrender Ord-
nung beitragenden Pseudo–O(m2)–Terme enthaltende NLLm–Na¨herung, welche sich
voneinander um einen nichtuniversellen Anteil unterscheiden, innerhalb der Fehler-
grenzen u¨bereinstimmen. Bis etwa 80GeV fallen die Ergebnisse von NLLc+m, NLLm
und NLLZ innerhalb der Fehlergrenzen zusammen, so daß in diesem Bereich die Kor-
rekturen na¨chstho¨herer Ordnung durch die O˜(m2)–Beitra¨ge dominiert sind. Ober-
halb von etwas 80GeV fallen die Ergebnisse von NLLm und NLLZ im Verha¨ltnis
zur ungena¨herten Rechnung deutlich ab.
Die große Abweichung der LLA bei kleinen Strahlenergien erkla¨rt sich daraus,
daß die fu¨hrende infrarote Ordnung der aus den Pseudo–O(m2)–Terme stammenden
Beitra¨ge fu¨r weiche Photonen die Korrekturen dominiert. Mit wachsender Strahl-
energie wird der Phasenraum fu¨r harte Photonabstrahlungen zuga¨nglich, der Anteil
der Korrekturen am totalen Wirkungsquerschnitt sinkt, wie die sich verbessernden
LLA–Ergebnisse zeigen. Offensichtlich sind jedoch mit wachsender Strahlenergie fu¨r
kollineare Photonen alle mit der na¨chstfu¨hrenden Ordnung im kollinearen Logarith-
mus verbundenen Korrekturen relevant, so daß die NLLc+m–Approximation, welche
alle derartigen Terme entha¨lt, die beste Na¨herung liefert.
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Die Abbildungen 6.8 und 6.9 zeigen die Beitra¨ge der verschiedenen Na¨herungs-
methoden zum u¨ber den vollen Winkelbereich berechneten totalen Zγγ–Wirkungs-


































Abbildung 6.8: Anteil des totalen Zγγ–Wirkungsquerschnittes fu¨r beide Photonen in den
kollinearen Winkelbereichen [0◦, 1◦] oder [1◦, 179◦]. Verha¨ltnis von ungena¨hertem und mit
LLA, NLLm sowie NLLc+m gena¨hertem Ergebnis zum ungena¨herten Wirkungsquerschnitt
im vollen Winkelbereich, massive Fermionen, Q1, Q2 > 10−6(1 − z)E. NLLm und NLLZ
fallen zusammen
Der Beitrag fu¨r zwei kollineare Photonen in den Winkelintervallen [0◦, 1◦] oder
[1◦, 179◦] zum Gesamtwirkungsquerschnitt liegt, wie Abbildung 6.8 zeigt, im betrach-
teten Energiebereich zwischen 35% und 46% des Gesamtwirkungsquerschnittes. Wie
zu erwarten, kommt das Ergebnis der NLLc+m–Na¨herung dem Sollwert am na¨chsten,
bzw. fa¨llt innerhalb der Fehlergrenzen mit selbigem zusammen. Auch die Ergebnis-
se von NLLm und NLLZ fallen wieder zusammen, weichen aber vom Sollwert ab,
jedoch lange nicht so deutlich wie das LLA–Resultat.
Abbildung 6.9 stellt die Beitra¨ge zu totalen Wirkungsquerschnitt fu¨r ein kollinea-
res Photon im Winkelbereich [0◦, 1◦] und ein akollineares Photon im Winkelbereich
[1◦, 179◦] dar. Der Referenzwert der ungena¨herten Rechnung liegt hier zwischen et-
wa 48% bei E = 50 GeV und etwa 46% bei E = 275 GeV. Von den gena¨herten
Ergebnissen weicht die LLA wieder am deutlichsten ab. NLLm, NLLZ und NLLc+m
fallen bei E = 50 GeV in guter Na¨herung mit dem Sollwert zusammen, weichen aber
mit steigender Strahlenergie immer sta¨rker ab, wobei das NLLZ–Resultat mit einer
Abweichung von bis zu 2% noch am na¨chsten beim Sollwert liegt.
Werden beide Photonen im als akollinear anzusehenden Winkelbereich [1◦, 179◦]






































Abbildung 6.9: Anteil des totalen Zγγ–Wirkungsquerschnittes fu¨r ein kollineares Photon
im Winkelbereich [0◦, 1◦] oder [179◦, 180◦] und ein akollineares im Winkelbereich [1◦, 179◦].
Verha¨ltnis von ungena¨hertem und mit LLA, NLLm, NLLc+m sowie NLLZ gena¨hertem Er-
gebnis zum ungena¨herten Wirkungsquerschnitt im vollen Winkelbereich, massive Fermionen,
Q1, Q2 > 10−6(1− z)E
zwangsla¨ufig zusammen, da im betrachteten Winkelbereich die O˜(m2)–Terme nur
vernachla¨ssigbare Beitra¨ge proportional m2 zum totalen Wirkungsquerschnitt lie-
fern und damit bis auf Terme in O(m2) dasselbe Ergebnis wie die LLA. Auch die
Ergebnisse von NLLc+m sowie NLLZ weichen nur um etwa 1% vom Sollwert ab, wo-
bei der NLLZ–Beitrag dem Sollwert wieder am na¨chsten kommt. Die Beitra¨ge zweier
akollinearer Photonen liegen um die 17% bei Strahlenerigen um die 50GeV und fal-
len zunehmend ab bis zu um die 12% bei einer Strahlenergie von etwa 275GeV. Wir
verzichten an dieser Stelle auf eine Darstellung der Ergebnise, da die numerischen
Ergebnisse zu dicht beisammen liegen.
Zusammenfassend ko¨nnen wir erwarten, daß die NLLZ–Na¨herung mit etwa 1%
Abweichung vom Sollwert die beste Approximation an den totalen Wirkungsquer-
schnitt im vollen Winkelbereich liefert, obwohl die NLLc+m–Ergebnisse fu¨r kollineare
Photonen besser liegen. Abbildung 6.10 und 6.11 besta¨tigen diese Annahme.
Fu¨r den u¨ber den vollen Polarwinkelbereich integrierten totalen Wirkungsquer-
schnitt liefert nun nicht mehr die NLLc+m– sondern die NLLZ–Approximation die
beste Na¨herung. Dies erkla¨rt sich offenbar daraus, daß fu¨r den totalen Wirkungsquer-
schnitt im vollen Winkelbereich die Beitra¨ge der O˜(m2)–Terme zusammen mit den
nichtuniversellen Termen die Beitra¨ge der na¨chstfu¨hrenden kollinear–logarithmischen
Ordnung dominieren. Die Ergebnisse der LLA und der LLA plus der Niederenergie-


































Abbildung 6.10: Verha¨ltnis von mit LLA, NLLsoft, NLLm, NLLc+m und NLLZ gena¨her-
tem zu ungena¨hertem Zγγ–Wirkungsquerschnitt, massive Fermionen, voller Winkelbereich

































Abbildung 6.11: Verha¨ltnis von mit LLA, NLLsoft, NLLm, NLLc+m und NLLZ gena¨her-
tem zu ungena¨hertem Zγγ–Wirkungsquerschnitt, massive Fermionen, voller Winkelbereich




Am geplanten Linearbeschleuniger TESLA werden, anders als bei LEP, wesent-
lich ho¨here Strahlenergien verfu¨gbar sein. Daher mu¨ssen, um Pra¨zisionsmessungen
zu ermo¨glichen, die Einflu¨sse durch Strahlungskorrekturen hinreichend gut bekannt
sein. Die fu¨r von weichen Photonen dominierten Vorhersagen fu¨r LEP werden bei
TESLA–Strahlenergien um Terme ho¨herer Ordnung in der Entwicklung nach großen
Logarithmen zu erweitern sein. Ziel dieser Arbeit war es, Korrekturen na¨chstfu¨hren-
der Ordnung zu untersuchen und sie nach Mo¨glichkeit wie die fu¨hrenden logarith-
mischen Beitra¨ge zu resummieren.
Der Wirkungsquerschnitt σe+e−→X+Nγ der Abstrahlung von N Photonen durch
die Fermionen im Anfangszustand la¨sst sich allgemein als Reihe im kollinearen Lc















Die weiche Na¨herung bestimmt die Koeffizienten C(nc,N)X aus Gleichung (7.1), die
LLA die Koeffizienten C(N,nIR)X , 0 ≤ nc, nIR ≤ N . Fu¨r eine pra¨zisere Rechnung ist es
unabdingbar, auch Kenntnisse u¨ber die Eintra¨ge in der zweiten Zeile der Koeffizien-
tenmatrix in Gleichung (1.1) zu erlangen, welche die Korrekturen na¨chstfu¨hrender
Ordnung (NLL) im kollinearen Logarithmus beschreiben. Es treten verschiedene Ar-
ten dieser NLL–Korrekturen auf.
Eine Variante ist die auch im Fall masseloser Fermionen im Anfangszustand
auftretende Zwei–Photon–Korrektur aus der Abstrahlung eines Paares zweier nicht
streng gegeneinander geordneter Photonen γi, γi+1, welche durch die Zwei–Photon–
Splittingfunktion T (xij) beschrieben werden. Diese ha¨ngt nur vom Gesamtenergie-
verlust durch Abstrahlung beider Photonen ab. Bei Abstrahlung von n Photonen
ist fu¨r alle Paare nacheinander abgestrahlter Photonen eine derartige Korrektur an-
zubringen.
In der Rechnung mit massiven abstrahlenden Fermionen im Anfangszustand wur-
de deutlich, daß durch nichtverschwindende Fermionmassen nichtvernachla¨ssigbare
Beitra¨ge na¨chstfu¨hrender Ordnung im kollinearen Logarithmus Lc auftreten. Diese
von uns als O˜(m2)–Korrekturen bezeichneten Terme weisen im differentiellen Wir-
kungsquerschnitt im Limes kleiner Winkel dasselbe Verhalten wie die die fu¨hrende
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logarithmische Ordnung liefernden Beitra¨ge auf. Bei akollinearen Winkeln verhalten
sie sich allerdings wie Terme der Gro¨ßenordnung O(m2/E2). Diese Beitra¨ge sind
daher bei der Berechnung des totalen Wirkungsquerschnittes nicht vernachla¨ssig-
bar, wenn der Integrationsbereich Winkel der Gro¨ßenordnung O(m/E) einschließt.
Sowohl die Zwei–Photon– als auch die O˜(m2)–Korrekturen wurden in Kapitel 4 be-
handelt. In Kapitel 5 wurden die durch Hinzufu¨gen dieser NLL–Korrekturen zur in
der fu¨hrenden logarithmischen Na¨herung LLA berechneten Fermionstrukturfunktion
















DLLA(x,Lc)(x, 0) = δ(1− x) (7.3)
der Radiatorfunktion DLLA(x,Lc) betrachtet. Dabei stellte sich heraus, daß die
O˜(m2)–Korrekturen die Anfangsbedingung a¨ndern, nicht aber die Evolutionsglei-
chung, welche fu¨r die korrigierte Radiatorfunktion DNLLm(x,Lc) von derselben Form
ist wie die fu¨r den LLA–Radiator DLLA(x,Lc). Neben der Splittingfunktion P (x) =





















Die um die Zwei–Photon–Korrekturen erga¨nzte Radiatorfunktion DNLLc(x,Lc) be-























mit derselben Anfangsbedingung wie die LLA–Gleichung (7.2).
DNLLc(x, 0) = δ(1− x) (7.7)
Die alle universellen Korrekturen, mit anderen Worten Zwei–Photon– und O˜(m2)–































In Kapitel 6 wurden die Ergebnisse der Rechnungen aus Kapitel 4 anhand der
Prozesse e+e− → Zγ und e+e− → Zγγ u¨berpru¨ft. Durch Erweitern der Reihen-
entwicklung des totalen Wirkungsquerschnittes um die Terme der na¨chstfu¨hrenden
logarithmischen Ordnung konnte eine Verbesserung der Na¨herung fu¨r im kollinea-
ren Winkelbereich abgestrahlte Photonen erzielt werden, so daß eine verbesserte
Abscha¨tzung fu¨r den differentiellen und totalen Wirkungsquerschnitt im Bereich
kleiner Winkel um die Strahlachse mo¨glich wird. Der fu¨r die numerischen Tests
herangezogene auch experimentell relevante Prozeß e+e− → Z + nγ ist insofern
ein Spezialfall, als durch die Impulserhaltung die Energie eines der Photonen in
Abha¨ngigkeit von den u¨brigen Photonenergien gegeben ist. In der Entwicklung des
totalen Z + ISR–Wirkungsquerschnittes nach fu¨hrenden Logarithmen tritt eine um
eins niedrigere Potenz im infraroten Logarithmus auf, als im allgemeinen Fall zu
erwarten wa¨re.
Wir stellten fest, daß fu¨r die Entwicklung des totalen Wirkungsquerschnittes
im vollen Winkelbereich zur na¨chstfu¨hrenden Ordnung in den kollinearen Logarith-
men auch nichtuniverselle Terme beitragen ko¨nnen. Dies wird immer dann mo¨glich
sein, wenn die Energie eines der abgestrahlten Photonen durch die Impulserhal-
tung als hart festgelegt ist, wenn es sich also beim Bornwirkungsquerschnitt, im
hier betrachteten Beispiel σe+e−→Zγ(s), um einen bereits ein Photon enthaltenden
2 → 2–Prozeß handelt. Ob nichtuniverselle Stu¨cke auftreten oder nicht, ha¨ngt wie
in Kapitel 6 besprochen, von der Art der Kopplung im 2 → 2–Bornprozeß ab: bei
Vektor–und Axialvektorkopplung treten nichtuniverselle Stu¨cke auf, bei skalarer und
pseudoskalarer Kopplung hingegen nicht.
Zumindest ein Teil dieser Korrekturen kann beru¨cksichtigt werden, indem der
betreffende differentielle Bornwirkungsquerschnitt analytisch berechnet wird, die
fu¨hrenden und na¨chstfu¨hrenden Terme identifiziert werden und die universelle NLLm–
Radiatorfunktion um einen auf den zu betrachtenden Prozeß zugeschnittenen nicht-
universellen Anteil erga¨nzt wird. Wir stellten fest, daß sich fu¨r Wirkungsquerschnitte
der Art e+e− → Z+nγ dieser nichtuniverselle Beitrag bei Integration u¨ber den vol-
len Winkelbereich mit den O˜(m2)–Beitra¨gen gerade wieder zu einem zur universellen
Splittingfunktion P (x) proportionalen Term zusamenfu¨gt. Dieser Term ist mit ei-
nem logarithmischen Faktor −n (α/pi)n Ln−1c behaftet, welcher dem na¨chstfu¨hrenden
Beitrag im kollinearen Logarithmus aus (Lc−1)n entspricht. Die herko¨mmliche Me-
thode, fu¨r weiche Abstrahlungen NLL–Korrekturen durch Ersetzen des kollinearen
Logarithmus Lc mit Lc − 1 zu beru¨cksichtigen, liefert fu¨r harte Abstrahlungen nur
einen Teil der Korrekturen na¨chstfu¨hrender Ordnung. Bei harten Abstrahlungen ist
zusa¨tzlich noch die Zwei–Photon–Korrektur zu beru¨cksichtigen, welche im Limes
weicher Abstrahlungen vernachla¨ssigbar ist.
Um die korrekte Statistik aller abgestrahlten Photonen zu gewa¨hrleisten, muß
die Faltung der berechneten Radiatorfunktion mit einem Bornprozeß durchgefu¨hrt
werden, welcher selbst keine von den ISR–Photonen ununterscheidbaren weiteren
Photonen abstrahlt. In unserem Beispiel ist daher als Bornprozeß der zu einer Del-
tafunktion proportionale e+e− → Z–Wirkungsquerschnitt einzusetzen, obwohl der
eigentlich relevante Prozeß niedrigster Ordnung e+e− → Zγ ist. Durch Erweiterung
der LLA–Radiatorfunktion um die NLLm–Terme und den nichtuniversellen Anteil
aus σZγ wird der e+e− → Zγ–Wirkungsquerschnitt exakt reproduziert. Das LLA–
Ergebnis fu¨r den gena¨herten totalen Wirkungsquerschnitt na¨chstho¨herer Ordnung
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in den Photonabstrahlungen, σe+e−→Zγγ(s), weicht bei Integration u¨ber den vollen
Winkelbereich um etwa 5% von der ungena¨herten Rechnung ab, mit obigen Na¨he-
rungsmethoden kann dagegen eine Genauigkeit von etwa 1% erzielt werden.
Fu¨r die Zukunft wa¨re es sicherlich eine Ausweitung der Betrachtungen der na¨chst-
fu¨hrenden logarithmischer Beitra¨ge auf die QCD interessant, da dort auch fu¨r eine
Theorie mit massiven Fermionen Massensingularita¨ten aufgrund der Drei–Gluon–
Kopplung auftreten ko¨nnen. Ferner wa¨re eine weiterfu¨hrende Betrachtung nicht-
universeller Stu¨cke fu¨r andere Prozesse sinnvoll, um prozeßabha¨ngige Korrekturen
zur universellen Radiatorfunktion bereitzustellen. Auch wa¨re eine Anwendung der
zur numerischen Lo¨sung der herko¨mmlichen Evolutionsgleichung (7.2) verwendeten
Methoden auf die durch Beru¨cksichtigen der Zwei–Photon–Korrekturen vera¨nderte










Positron e+ pµ = E (1, 0, 0, β)
Elektron e− p′µ = E (1, 0, 0,−β)
Photon γi k
µ
i = Qi (1, sin θi cosφi, sin θi sinφi, cos θi)
Z–Boson Z pµ = (QZ , qz sin θZ cosφZ , qz sin θZ sinφZ , qz cos θZ)
(A.1)


















γµ [Rs (1 + γ5) + Ls (1− γ5)] ieγµ
Ls = 2 sin2 θw − 1 (A.2)
Rs = 2 sin2 θw (A.3)
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A.3 Gamma–Matrizen






































/a = aµγµ =

0 0 (a0 − a3) −(a1 − ia2)
0 0 −(a1 + ia2) (a0 + a3)
(a0 + a3) (a1 − ia2) 0 0
(a1 + ia2) (a0 − a3) 0 0
 (A.6)
A.4 Struktur iterierbarer Beitra¨ge
In Abschnitt 3.2.2 wurde bereits gezeigt, daß der inklusive Wirkungsquerschnitt fu¨r
die Abstrahlung sehr weicher Photonen durch Multiplikation des Bornquerschnittes
mit einer die fu¨hrenden Logarithmen enthaltenden Exponentialfunktion darstellbar
ist.










Allgemein kann jede Summe
∑∞
































[F (yn+1)− F (a)]n (A.11)










[F (yn)− F (a)]n−1 f(yn)dyn
=
F (yn)








[F (yn)− F (a)]n−2 f(yn)F (yn)dyn
=
F (yn+1)
(n− 1)! [F (yn+1)− F (a)]









[F (yn)− F (a)]n−2 f(yn)dyn
=
F (yn+1)
(n− 1)! [F (yn+1)− F (a)]
n−1 − (n− 1)
n!
[F (yn+1)− F (a)]n
− F (a)





[F (yn+1)− F (a)]n
Die Gu¨ltigkeit fu¨r n = 2 wurde in Gleichung (A.9) gezeigt. Bei Summation u¨ber alle










[F (a)− F (b)]n
= exp {F (a)− F (b)} (A.13)
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sehen wir, daß sich die Reihe
∑∞
n=0 In(a, b) als Exponentialfunktion schreiben la¨sst.
Dieses Ergebnis ist allein durch die Struktur der oben definierten Integrale In(a, yn+1)




B.1 Phasenraumintegration fu¨r a→ n Teilchen
Die Phasenraumgrenzen ha¨ngen nur von den Massen und Impulsen der Teilchen in





































zu betrachten. Der totale Wirkungsquerschnitt folgt durch Einsetzen des u¨ber die
Polarisationen der Anfangsteilchen gemittelten und u¨ber die der Endteilchen sum-






[| M |2] (B.3)
Durch Integration u¨ber die vierdimensionale Deltafunktion wird die Anzahl der
freien Integrationsvariablen auf einen neuen Satz Φ von (3n−4) Variablen reduziert.
Das Integral geht damit in
Γn[1] =
∫
ρ (Φ) dΦ (B.4)
u¨ber. Die Phasenraumdichte ρ (Φ) ist zusammengesetzt aus Vorfaktoren und Jaco-
bideterminanten, die wa¨hrend der Integration auftreten ko¨nnen. Das Hauptproblem
fu¨r eine numerische Rechnung besteht in der Bestimmung des physikalischen Be-
reichs des Phasenraumes oder genauer der Integrationsgrenzen der einzelnen Varia-
blen, die fu¨r mehr als zwei Teilchen im Endzustand auf nichttriviale Weise zusam-
menha¨ngen [10].
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B.2 Phasenraumintegration fu¨r 2→ 2
Die Phasenraumintegration wird im Schwerpunktsystem der beiden einlaufenden
Teilchen durchgefu¨hrt, welche hier als Teilchen gleicher Masse m vorausgesetzt wer-
den. Die Impulse sind (β =
√
1−m2/E2)
pµ = E (1, 0, 0, β)
p′µ = E (1, 0, 0,−β)
kµ1 = (Q1, q1 sin θ, 0, q1 cos θ)

































wobei die Lambdafunktion λ (a, b, c) definiert ist als
λ (a, b, c) = (a− b− c)2 − 4bc (B.7)
B.3 Phasenraum fu¨r 2→ 3, Spezialfall M1 =M2 = 0





































Die Rechnung kann vereinfacht werden, wenn als Bezugssystem wieder das Schwer-
punktsystem ~p+ ~p′ = ~0 der einlaufenden Teilchen (gleicher Masse m) gewa¨hlt wird.
Da wir fu¨r unsere Rechnungen nur den Spezialfall eines massiven und zweier mas-
seloser Teilchen im Endzustand beno¨tigen, setzen wir M1 =M2 = 0 und verwenden















1− Q12E (1− cosψ12)
) (B.10)
und dem Satz Φ(Q1, θ1, θ2, φ1, φ2) von unabha¨ngigen Integrationsvariablen, wobei




Der Winkel ψ12 zwischen den ra¨umlichen Photonimpulsen berechnet sich aus
cosψ12 = cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2) (B.11)





Wir berechnen das Matrixelement fu¨r den Prozeß e+e− → Z im Schwerpunkt-
system der einlaufenden Teilchen. Die Impulse seien festgelegt als
pµ = E(1, 0, 0, β)
p′µ = E(1, 0, 0,−β)
kµZ = (p+ p
′)µ
(B.12)
Ferner verwenden wir folgende Abku¨rzungen fu¨r die (e+e−Z)–Kopplungen
C = Rs(1 + γ5) + Ls(1− γ5)




















. Wir erhalten mit s = 4E2 fu¨r das quadrierte, u¨ber











s)(s− 2m2) + 8RsLsm2 + (Rs − Ls)2m2
]
(B.15)



























8RsLs + (Rs − Ls)2
]]
(B.17)
B.5 Prozeß e+e− → Zγ
Wir berechnen nun den differentiellen Wirkungsquerschnitt fu¨r den Prozeß e+e− →
Zγ. Da es sich um einen 2→ 2–Prozeß handelt, ist, wie oben erwa¨hnt, die Energie der
Endzustandsteilchen durch die Energie der Teilchen im Anfangszustand festgelegt.
Gerechnet wird wie vorher im Schwerpunktsystem der einlaufenden Teilchen, d.h.
wir legen die Impulse fest wie folgt:
pµ = E(1, 0, 0, β)
p′µ = E(1, 0, 0,−β)
kµ = Q(1, sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)



















schreiben wir das Matrixelement als
M(ss′)Zγ = VZγεµγεαZv (p, s)
[
γµ(/k − /p +m)γαC
(p− k)2 −m2 +
γαC(/p′ − /k +m)γµ


































Um das quadrierte und u¨ber die Z– und γ–Polarisationsrichtungen summierte
Matrixelement zu berechnen, fu¨hren wir folgende Abku¨rzungen ein:∑
Polγ















Da das Z–Boson im Limes masseloser Fermionen an einen erhaltenen Strom koppelt,
werden im Limes m → 0 die mit KµνZ := kµZkνZ kontrahierten Terme wegfallen. Fu¨r
massive Fermionen ist der SγKZ–Anteil mit einem Faktor m2/M2Z unterdru¨ckt und
tra¨gt weder zur fu¨hrenden noch zur na¨chstfu¨hrenden logarithmischen Ordnung bei.
Im Laufe der Rechnung ersetzen wir alle invarianten Skalarprodukte durch die
Mandelstam–Variablen s, t und u,
s = (p+ p′)2 = (k + kZ)2 (B.22)
t = (p− k)2 = (p′ − kZ)2 (B.23)
u = (p′ − k)2 = (p− kZ)2 (B.24)
welche die Beziehung
s+ t+ u =M2Z + 2m
2 (B.25)





(|MA|2)(µν)(αβ) = [ m2(pk)2 + m2(p′k)2 − 2(pp′)(pk)(p′k)
]
· T1


























(|MB|2)(µν)(αβ) = 14(pk)2T2a + 14(p′k)2T2b − 24(pk)(p′k)<{T2c}
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−16(R2s + L2s)(pp′)− 64RsLsm2
= −8(R2s + L2s)(s− 2m2)− 64RsLsm2
T2a tr
{





























(/p −m)Cγν /k/p′(/p′ +m)Cγν
}
−16(R2s + L2s)m2(pk)− 64RsLsm2(p′k)
































Tabelle B.1: Zur Berechnung von Sµνγ S
αβ
Z







s2 +M4Z − 4m2(s+M2Z) + 8m4
]
− 2



















Das komplette u¨ber die Spins der Anfangsteilchen gemittelte und u¨ber die Po-
larisationsrichtungen der Endzustandsteilchen summierte quadrierte Matrixelement





























Mit x :=M2Z/s und Q = (s−M2Z)/4E = (1− x)E erhalten wir den entsprechenden
Ausdruck in Abha¨ngigkeit von der Energie E der einlaufenden Teilchen und dem
















(1− x)2(1− β cos θ) +
(1 + x2)
(1− x)2(1 + β cos θ) − 1
− xm
2
E2(1− x)2(1− β cos θ)2 −
xm2




B.6 e+e− → Zγγ
Zur Berechnung des quadrierten und polarisationssummierten e+e− → Zγγ–Matrix-
elementes ko¨nnen die Ergebnisse der vorangehenden Abschnitte herangezogen wer-
den. Gerechnet wird wieder im Schwerpunktsystem der einlaufenden Teilchen, mit
den Impulsen
pµ = E(1, 0, 0, β)
p′µ = E(1, 0, 0,−β)
kµ1 = Q1(1, sin θ1 cosφ1, sin θ1 sinφ2, cos θ1)
kµ2 = Q2(1, sin θ2 cosφ2, sin θ2 sinφ2, cos θ2)
kµZ = (p+ p





Die Photonenergie Q2 ist im Schwerpunktsystem in der Na¨herung eines zu ~p kollinea-
ren Photons gegeben durch Gleichung (6.7), in der Na¨herung eines zu ~p′ kollinearen
Photons durch Gleichung (6.8).
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B.6.1 Gena¨hertes Matrixelement fu¨r Abstrahlung eines zu ~p kollinearen Pho-
tons
Nach Abstrahlung des ersten Photons la¨uft in guter Na¨herung ein Fermion mit Im-
puls p1 = p − k1, p21 =: m21 in den Restprozeß e+e− → Zγ ein. Mit dem Vorfaktor







schreiben wir das zugeho¨rige Matrixelement in guter Na¨he-
rung als
Mγ1‖pZγ = VZγεµ2εαZv (p1, s)
[
γµ(/k1 − /p1 +m)γαC
(p1 − k2)2 −m2 +
γαC(/p′ − /k2 +m)γµ







































Wie bereits bei der Berechnung des differentiellen Zγ–Wirkungsquerschnittes zu se-





von (MA)µα. Im Laufe der Rechnung ersetzen
wir alle invarianten Skalarprodukte durch die modifizierten Mandelstam–Variablen
s˜, t˜ und u˜,
s˜ = (p1 + p′)2 (B.38)
t˜ = (p1 − k2)2 (B.39)
u˜ = (p′ − k2)2 (B.40)
welche die Beziehung
s˜+ t˜+ u˜ =M2Z +m
2 +m21 (B.41)
erfu¨llen. Die weitere Rechnung wird analog zum vorherigen Abschnitt ausgefu¨hrt.








((p1 − k2)2 −m2)2 +
4m2
((p′ − k2)2 −m2)2 −
8(p1p′)
((p1 − k2)2 −m2) ((p′ − k2)2 −m2)
]
· T˜1





















((p1 − k2)2 −m2)2 +
T˜2b





((p1 − k2)2 −m2) ((p′ − k2)2 −m2)





















= −8(s˜−m2 −m21) +O(m2)
T˜2a tr
{
















































Tabelle B.2: Zur Berechnung von Sµνγ S
αβ
Z
(|MγZ |2)(µν)(αβ) beno¨tigte Spurterme
























































B.7 Nichtuniverselle Terme bei Skalar–, Pseudoskalar–, Vektor–
und Axialvektorkopplung
Wir untersuchen das Matrixelement
M(ss′)Zγ = e2v (p, s)
[
γµ(/k − /p +m)Γ
(p− k)2 −m2 +
Γ(/p′ − /k +m)γµ




































eines hypothetischen 2→ 2–Prozesses e+e− → Z+γ mit einem massiven Teilchen Z
der Masse MZ auf nichtuniverselle Stu¨cke bei Skalar–, Pseudoskalar–, Vektor– und



























































−4m2(pk)− 4m2(p′k) + 8(p′k)(pp′)
Tabelle B.3: Skalare Kopplung
der in Tabelle B.3 bis B.6 aufgefu¨hrten Ergebnisse fu¨r die verschiedenen Kopplungen




































































































































−4m2(pk) + 4m2(p′k) + 8(p′k)(pp′)


















































(/p −m)γν /k/p(/p′ +m)γν
}







−8m2(pk) + 16m2(p′k) + 16(pp′)(p′k)
Tabelle B.5: Vektorkopplung
Da fu¨r Vektor– und Axialvektorkopplung Terme proportional kµZk
ν
Z in der Polarisa-
































































































































































































Fu¨r skalare und pseudoskalare Kopplung erhalten wir fu¨r das quadrierte Gesamt-
matrixelement bis auf vernachla¨ssigbare Terme in O(m2) das folgende Ergebnis:
1
4














Fu¨r Vektor– und Axialvektorkopplung berechnen wir
1
4














Vergleich der Ergebnisse fu¨r skalare/pseudoskalare (B.52) und Vektor–/Axialvektor-
kopplung (B.53) zeigt, daß nur im zweiten Fall das nichtuniverselle Stu¨ck auftritt.
B.8 Bemerkungen zur Monte–Carlo–Integration
Der Vorteil der Verwendung eines adaptiven Monte Carlo–Algorithmus wie VEGAS
liegt darin, daß sich die Integrationsroutine dem Integranden anpaßt und durch eine
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geeignete Kombination von stratified und importance sampling nach einer optimalen
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Integrationsvariablen sucht [16], [18]. Je nach Lage
der Singularita¨ten des Integranden findet der Algorithmus diese Verteilung nicht von
alleine, daher kann eine von Hand ausgefu¨hrte Variablentransformation hilfreich
sein. Am besten geeignet ist dabei die Transformation auf eine Variable f(x), deren
Integral die Stammfunktion des Integranden bezu¨glich der problematischen Variable
x gut anna¨hert. Beispielsweise ist dies bezu¨glich des Winkels θ im differentiellen
e+e− → Zγ–Wirkungsquerschnitt die Stammfunktion von
1
(1− β cos θ) +
1
(1 + β cos θ)
=
2
(1− β2 cos2 θ)






1 + β cos θ
1− β cos θ
)
(B.54)






































Abbildung B.4: Mit VEGAS numerisch berechneter Wirkungsquerschnitt fu¨r e+e− → Zγ
mit und ohne Mapping im Verha¨ltnis zur analytisch berechneten Lo¨sung
Abbildung B.4 verdeutlicht, daß der VEGAS–Algorithmus massive Probleme mit
dem nicht transformierten differentiellen Wirkungsquerschnitt hat. Obwohl die an-
gegebenen Fehler klein sind, ist es vo¨llig unbestimmt, wie weit die Resultate vom
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analytisch berechneten Wert (6.15) abweichen. Nach Ausfu¨hren der oben angegebe-






Die Mellin–Transformation ist definiert durch




wobei t = σ + iω.




fu¨r ein reelles c, so existiert die durch die Formel (C.1) definierte Mellin–
Transformierte der Funktion f(x) und es gilt dabei fast u¨berall fu¨r x > 0:





























M (t) [φ (x)] =M (t) [f (x)] · M (t) [g (x)] (C.4)
C.2 Reihendarstellung der Γ–Funktion












und dem Startwert c0 = 1 und s1 = γ, sn = ζ(n), wobei γ = 0.5772157 die Euler–
Mascheroni Konstante ist und ζ(x) die Riemannsche Zeta–Funktion. Wir berechnen


















C.3 Gribov–Lo¨sung des LLA–Radiators fu¨r weiche Photonen
Im Limes weicher Photonen kann ein analytischer Ausdruck fu¨r die Radiatorfunkti-
on DLLA(x,Lc), die sogenannte Gribov–Na¨herung, gewonnen werden. Dazu wird die
GLAP–Gleichung (3.35) mittels Mellin-Transformation in eine partielle Differential-
gleichung erster Ordnung in den Mellin–Momenten u¨berfu¨hrt. Nach Berechnung der
Mellin–Momente erfolgt die Ru¨cktransformation fu¨r den Spezialfall weicher Photo-
nen.
C.3.1 Mellin–Transformation der GLAP–Gleichung





Mellin–Transformation der GLAP–Gleichung (3.35) ergibt nach Vertauschen der































LLA (t, η) (C.11)
annimmt, mit der Lo¨sung
D









LLA (t, 0) = 1 (C.13)
C.3.2 Berechnung der Mellin–Momente
Fu¨r die Splitting–Funktion P+ (z) ergibt sich mit (3.31) das n–te Mellin–Moment,













Fu¨r natu¨rliche Zahlen n kann P+ (n) analytisch auf reelle Werte t fortgesetzt
werden, so daß es mo¨glich ist, die Summe in (C.14) in eine Linearkombination Eu-
lerscher ψ–Funktionen umzuschreiben. Die Funktionalgleichung der ψ–Funktion ist
ψ (x+ 1)− ψ (x) = 1
x
(C.15)
Fu¨r ganzzahlige Argumente gilt





, n ≥ 2 (C.16)
Aus (C.14) wird somit
P+ (t) = ψ (1) + ψ (3)− ψ (t)− ψ (t+ 2) (C.17)
Das t–te Mellin–Moment der Radiatorfunktion, DLLA (t, η), folgt aus (C.12) zu
D























C.3.3 Ru¨cktransformation und Gribov–Na¨herung
Die Ru¨cktransformation erfolgt gema¨ß (C.2)























(ψ (t) + ψ (t+ 2))
}
(C.19)
Die reelle Konstante c ist beliebig, solange der Integrationsweg im Konvergenzbereich
des Integrals liegt. Unter Verwendung der Funktionalgleichung der Γ–Funktion












ln Γ (t+ 1)− d
dt








ln Γ (t) (C.22)
identifiziert werden. Fu¨r große Werte von t wird Γ (t) durch die Stirling–Formel
gena¨hert:









2pi (t− 1)t− 12 e−(t−1) (C.23)














ln (t− 1)− (t− 1)
]
≈ ln (t) (C.24)
Da der Integrand in (C.19) fu¨r kleine Werte von t oszilliert, im Limes großer Werte
von t aber gegen x−t exp
{−η2 ln t} geht, werden die großen Beitra¨ge zum Integranden
aus dem Bereich großer t stammen. Die Konvergenz des Integrals wird besser, je
na¨her x an Eins liegt, daher na¨hern wir den Integranden in (C.19) fu¨r große t und
substituieren y = t lnx.
lim
x→1




















































1 = − (−1)− η2 (−1) η2−1
sowie Verwendung der Identita¨t
x−(
y

























dy(−y)− η2 e−y (C.26)
Da lnx fu¨r 0 < x < 1 immer negativ ist und nach Voraussetzung t > 0 gilt, ist
auch y = t lnx immer kleiner Null. Daher muß der Integrationsweg in (C.26) in
der Ebene links der imagina¨ren Achse verlaufen, die Konstante c˜ ist negativ zu
wa¨hlen. Wir schreiben den Integrationsweg in (C.26) in eine geschlossene Kontur
K um, ohne den Wert des Integrals zu a¨ndern. Dies ist mo¨glich, wenn die Kontur
im rechten unendlichen Halbkreis geschlossen wird, da der Integrand fu¨r y → +∞










Mit x˜ = η/2 und− lnx ≈ 1−x folgt die Gribov–Na¨herung der LLA–Radiatorfunktion
fu¨r weiche Photonen

















C.4 Analytische Lo¨sung durch Iteration






























motiviert die folgende Faktorisierung der Radiatorfunktion in einen harten x–abha¨ngi-
gen und einen weichen x–unabha¨ngigen Anteil.
DLLA (x, η) = E (η) d (x, η) (C.30)
Einsetzen dieses Produktansatzes in die GLAP–Gleichung
∂
∂η

















































sowie eine Differentialgleichung in d (x, η).
∂
∂η













Gleichung (C.34) kann durch Iteration gelo¨st werden. Dazu setzen wir d (x, η)
als Potenzreihe in η an,















P (z) dk (x) (C.36)
Mit Hilfe der Anfangsbedingung d0 (x) = δ (1− x) ko¨nnen alle weiteren Koeffizienten
aus (C.36) berechnet werden. Dabei ist zu beachten, daß die Abstrahlung n harter
Photonen wegen 0 ≤ x1, x2, . . . , xn ≤ ε nur im Bereich 0 ≤ x ≤ εn stattfinden kann.


























(1− )2 − x
)
(C.37)
Damit folgt fu¨r die Radiatorfunktion
DLLA (x, η) = E (η)
[









Schreiben wir E (η) ebenfalls als Potenzreihe in η
























und setzen (C.37) und (C.39) in (C.38) ein,

































dann sehen wir, daß der Ausdruck fu¨r die Radiatorfunktion, wie zu erwarten, nicht
mehr von  abha¨ngt.
Im Limes x → 1 ist zu fordern, daß (C.40) in die Na¨herungslo¨sung (C.28) fu¨r
weiche Photonen u¨bergeht. Um dies zu erreichen, wird wieder ein Produktansatz
gemacht
DLLA (x, η) = Dx→1 (x, η) a (x, η) (C.41)
mit




und Dx→1 (x, η) in eine Potenzreihe in η entwickelt.





























ln(1− x) + η
2
8


























Koeffizientenvergleich mit (C.40) ergibt das von uns in den folgenden Rechnungen
verwendete Ergebnis





















C.5 Normierung der Radiatorfunktion
Da mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 ein Fermion im Anfangszustand in den Prozeß
einla¨uft, muß die Fermionstrukturfunktion D (x, Lc) die Bedingung∫ 1
0
D (x, Lc) dx = 1 (C.45)
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dx (1− x)( 1n−1) dx
welches bei x = 1 eine integrable Singularita¨t besitzt. Variablentransformation auf
t = (1 − x) 1n ergibt fu¨r n ≥ 1/(1 − a) ein konvergentes Integral. Wir setzen n =
1/(1− a) und erhalten
1∫
0






Um die korrekte Normierung der Radiatorfunktion zu u¨berpru¨fen, integrieren
wir zuna¨chst mit Hilfe von (C.46) und n = 2η die weiche Gribovlo¨sung
1∫
0



























was in fu¨hrender Ordnung mit Eins vertra¨glich ist. Ein besseres Ergebnis ist an
dieser Stelle nicht zu erwarten, da die weiche Na¨herung nicht im vollen x–Bereich
gu¨ltig ist. Dazu mu¨ssen wir die im harten Limes verbesserte LLA–Radiatorfunktion



































= 1 +O(η2) (C.49)
Hier folgt ein in quadratischer Ordnung mit Eins vertra¨gliches Ergebnis. Die Ergeb-
nisse der numerischen Rechnung werden in Abbildung C.1 in Abha¨ngigkeit von der
Energie E der einlaufenden Teilchen dargestellt. Das sichtbare Abfallen des Integrals
u¨ber die Gribovna¨herung liegt daran, daß im Limes kleiner Energie E auch η kleiner
wird, daher Terme in O(η) weniger stark beitragen und somit die Gribovlo¨sung im
Limes kleiner Energien besser wird.
C.6 Nebenrechnungen
C.6.1 O(α2)–LLA–Koeffizient von σe+e−→Z+ISR




















Abbildung C.1: Normierung der Radiatorfunktion in Abha¨ngigkeit von der Energie der









































−1 + 2P (z)
1− x1 +
2P (z)
x1 − z −
z
x21
− 1 + z
x1
]











= −2(1− z) + 4P (z) ln(1− z)− ln z
(1− z)(1 + 3z
2) + 3P (z)
(C.52)
C.6.2 O(α2)–NLLm–Koeffizient von σe+e−→Z+ISR
Zur Berechnung des O(α2)–NLLm–Koeffizienten beno¨tigen wir das folgende Integral.
1∫
0














































z(x1 − z) +
z


















= −R(z)(1 + z) ln z + 2P (z) ln(1− z) + 2R(z) ln(1− z)




C.6.3 O(α2)–NLLγ1–Koeffizient von σe+e−→Z+ISR
Um den O(α2)–NLLγ1–Koeffizienten zu berechnen, beno¨tigen wir das Integral
1∫
0



































































D.1 Struktur der NLL–Terme fu¨r m = 0
Wir betrachten zuna¨chst die Struktur der NLL–Terme fu¨r den Fall masseloser Fer-
mionen im Anfangszustand, so daß die Integrationen u¨ber die Photonpolarwinkel
bei einem Minimalwinkel θmin = m/E abzuschneiden sind.
Ausgehend von streng nach den in Gleichung (3.11) definierten Gro¨ßen Ni ge-
ordneten Photonen, N1  N2  ...  Nn, kann jedem Diagramm M12...nX eine
gena¨herte Nennerstruktur zugeordnet werden. Das den fu¨hrenden logarithmischen
Term im totalen Wirkungsquerschnitt liefernde Diagramm ergibt nach dem Qua-
drieren einen Term proportional (N1N2 . . . Nn)
−1, was bedeutet, daß der Nenner fu¨r
den fu¨hrenden Term grob gena¨hert als proportional N1N2 . . . Nn angesehen werden
kann.
Abha¨ngig davon, an welcher Stelle der Abstrahlungslinie Photonen vertauscht
wurden, hat ein Diagramm der Art M12...i−1 i+1 i i+2...nX , bei welchem γi und γi+1 in
vertauschter Reihenfolge abgestrahlt werden, eine Nennerstruktur
N1 . . . NiN
2
i+1Ni+2 . . . Nn
im Gegensatz zu N1 . . . Nn beim fu¨hrenden Diagramm M12...nX . Allgemein ko¨nnen
wir einem DiagrammM12...i−1 k i i+1 i+2...nX , bei dem das Photon γk an die i–te Stelle,
i < k, der Abstrahlung verschoben wurde, eine Nennerstruktur
N1 . . . Ni−1Nk−i+1k Nk+1 . . . Nn
zuordnen. Im quadrierten Matrixelement tra¨gt dann der Kreuzterm eines derartigen
DiagrammsM12...i−1 k i i+1 i+2,...nX mit dem fu¨hrenden DiagrammM1...nX bestenfalls
mit
N1 . . . Nn
(
N1 . . . Ni−1Nk−i+1k Nk+1 . . . Nn
)−1




N1 . . . Ni−1Nk−i+1k Nk+1 . . . Nn
)−1
(D.1)
bei und das quadrierte Austauschdiagramm bestenfalls mit
N1 . . . Nn
(
N1 . . . Ni−1Nk−i+1k Nk+1 . . . Nn
)−2
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= NiNi+1 . . . Nk−1
(
N1 . . . Ni−1N
2(k−i)+1
k Nk+1 . . . Nn
)−1
(D.2)
Wir integrieren den Kreuzterm (D.1) fu¨r k = i + 1, welcher nach Ku¨rzen mit
dem Za¨hler die Nennerstruktur[
N1N2 . . . Ni−1N2i+1Ni+2 . . . Nn
]−1
aufweisen wird, u¨ber die Polarwinkel von einer geeignet gewa¨hlten unteren Grenze c








































































































Im na¨chsten Schritt integrieren wir den Kreuzterm fu¨r k = i + 2 mit der Nen-
nerstruktur [















































































stellen wir fest, daß (D.6) in der ci–Integration wieder ein Teilintegral der Form (D.7)
entha¨lt und somit weder in der ci+1– noch in der ci–Integration eine Potenz des Lo-
garithmus hinzugewinnt. Daher werden nur Kreuzterme des fu¨hrenden Diagramms
mit solchen Diagrammen in na¨chstfu¨hrender logarithmischer Ordnung beitragen,
bei denen das Photon γk um einen Platz auf Position k− 1 in der Abstrahlungslinie
verschoben wurde. Nun integrieren wir das von uns als Austauschterm bezeichne-












































































(1− c1) . . .
ci−1∫
c
















Allgemein tragen daher zu den Termen in na¨chstfu¨hrender logarithmischer Ordnung
des totalen Wirkungsquerschnittes neben dem fu¨hrenden nur Austauschdiagramme
bei, bei denen ein Photon um einen Platz in der Abstrahlungslinie verschoben wurde,
entsprechend dem Vertauschen der Photonen γi und γi+1.
D.2 Struktur der O(LLc)– und O(NLLc)–Terme fu¨r m 6= 0
Im nun folgenden Abschnitt werden die bei der Berechnung des totalen Wirkungs-
querschnittes der Abstrahlung von n Photonen im selben kollinearen Winkelbereich





















untersucht. Wir unterscheiden die Integrale Ig1g2...gk...gn(c) danach, ob im k–ten Inte-
grationsschritt eine Potenz (1−β cos θk)−1 und damit (gk = 1), oder (1−β cos θk)−2
und damit (gk = 2) auftritt. Fu¨r g1 = . . . = gn = 1 erhalten wir mit c = −1 gerade
den fu¨hrenden Term in Lc. Die Betrachtung beginnt mit den Fa¨llen gn = 1 und













































































Da auch in der cn−1–Integration weder fu¨r gn−1 = 2 noch fu¨r gn−1 = 1 ein kollinea-
rer Logarithmus hinzukommt, ist Ig1g2...gn−12 als von O(NNLLc) vernachla¨ssigbar.
Allgemein sehen wir mit Hilfe von (D.12), daß fu¨r nach ihren Polarwinkeln unter-
schiedene Photonen keines der Integrale Ig1g2...gn−1gn mit gi = 2, i > 1 in O(NLL)
beitragen kann. Der einzige Beitrag in O(NLL) kommt aus dem Integral I21...1 mit


























Fu¨r die weitere Rechnung beno¨tigen wir die Integralidentita¨t∫
lnt y
yk
dy = − ln
t y



























































Abstrahlung zweier Photonen von
der p–Fermionlinie
E.1 Abku¨rzungen, Vereinfachungen
Die Polarisationssumme u¨ber die physikalischen Polarisationsvektoren des Photons

































Ein ha¨ufig auftretender Ausdruck ist die Kontraktion der Polarisationssumme
Sµνi mit dem Impuls eines der einlaufenden Teilchen, bei Einschra¨nkung auf Ab-
strahlung der Photonen von der p–Fermionlinie ist dies der Impuls pν .
Aµi := S
µν











Die Kontraktion von Sµνi mit der Impulskombination (p − kj)ν wird mit Aj µi ab-
geku¨rzt.







Zur Berechnung des gena¨herten quadrierten und u¨ber die Polarisationen beider
Photonen summierten Matrixelementes fu¨r Abstrahlung zweier Photonen γ1 und γ2
von der p–Fermionlinie, beno¨tigen wir die im folgenden aufgefu¨hrten Skalarprodukte
(Aip), (AiAj), (Aicj), ((A2j −Aj)ki), ((Aij −Aj)p),
((Aij −Aj)ci) und ((Aij −Aj)(Aji −Ai))
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Fu¨r den Fall, daß beide Photonen unter kleinen Winkeln θ1 und θ2 zur ~p–Richtung
abgestrahlt werden, ko¨nnen die dann großen Skalarprodukte
(pp′), (pc1), (pc2), (p′k1), (p′k2), (k1c1), (k1c2), (k2c1), (k2c2)
wie in Gleichung (4.10) angegeben gena¨hert werden. Wir berechnen
(AiAj) = −(Aip) + (pcj)(Aikj)(cjkj) +
(pkj)(Aicj)
(cjkj)






































((Aji −Ai)cj)(ciki) = ((Aji −Ai)cj)(cjkj) (E.10)
((Aij −Aj)(Aji −Ai)) =
(







































E.2 Term, Kreuz– und Austauschterm
E.2.1 Term und Austauschterm












2 (/k2 − /p1 +m)γα(/k1 − /p +m)γµ(/p −m)γν(/k1 − /p +m)γβ(/k2 − /p1 +m)
= 4Sαβ2 (/k2 − /p1 +m)γα [(pk1)/k1 + (pk1) /A1 − (A1p)(/k1 − /p +m)] γβ(/k2 − /p1 +m)
mit (E.4) und den weiteren Abku¨rzungen
pµ1 := p
µ − kµ1 (E.14)
P12 := ((pk1) + (pk2)− (k1k2)) . (E.15)
Einsetzen von
Sαβ2 γα/k1γβ = 2
[







/k1 − ( /A12 − /A2)
]
(E.16)










Sαβ2 γα(/p −m)γβ = 2 [(/p +m) + /A2] (E.18)
















+ (A1p) [(/p −m) + /A2]
}










(c2(k1 + k2 − p)) + (c2A1)(c2k2) (k2(k1 − p))
]









Die hierbei verwendeten Abku¨rzungen S12X12X und T
12X
12X werden wie folgt definiert und
geeignet gena¨hert.
S12X12X = [(pk1)− (A1p)]
[




















/k2 − (A1p)m (E.20)










(c2(k1 + k2 − p)) + (c2A1)(c2k2) (k2(k1 − p))
]
+ (A1p) [(pk1) + (pk2) + (A2(k1 − p))]
}
(E.21)






Q1 +Q2 − E
Q2
)


























Das quadrierte Teilmatrixelement M12X12X folgt nun mit R
12X














wobei in der Na¨herung anna¨hernd zu ~p kollinearer Photonen, entsprechend θ1, θ2 → 0
bei unserer Wahl der ra¨umlichen Impulse, Ausdru¨cke der Art (1+cos θ1), (1+cos θ2)
wie in (4.10) in guter Na¨herung gleich 2 gesetzt werden ko¨nnen. Ferner vernachla¨ssi-
gen wir sa¨mtliche Stu¨cke in P12S12X12X und T
12X
12X , in denen mehr als zwei der Ska-
larprodukte (pk1), (pk2), (k1k2) auftreten, da diese Terme hier weder LL– noch














fu¨r das quadrierte Bornmatrixelement mit einlaufendem Impuls x12p und dem Bruch-
teil x12E der Energie des urspru¨nglich einlaufenden Fermions — im Bornmatrixele-
ment auftretende Impulse k1+ k2− p sind aus Konsistenzgru¨nden ebenfalls als x12p
zu na¨hern — erhalten wir fu¨r den Anteil M12X12X des quadrierten Matrixelementes in
der kollinearen Na¨herung mit
/k2 ≈ Q2
E





































((p− k1)k2) + 2(k1k2) E
Q2























Der gena¨herte Beitrag fu¨r den zweiten quadratischen Term M21X21X des quadrierten

































((p− k2)k1) + 2(k1k2) E
Q1























Wir ersetzen die Ausdru¨cke fu¨r (A1p), (A2p) und (A1k2) in (E.25) durch
(A1p) = −m2 + 2(pc1)(pk1)(c1k1)
≈ −m2 + 2(pk1) E
Q1
(E.27)
(A2p) ≈ −m2 + 2(pk2) E
Q2
(E.28)
(A1k2) = −(pk2) + (pc1)(k1k2)(c1k1) +
(pk2)(c1k2)
(c1k1)












und spalten in M12X12X alle Stu¨cke proportional m
















































































((p− k1)k2) + 2(k1k2)E
Q2




die O˜(m2)–Terme entha¨lt. Den zweiten quadratischen Beitrag erhalten wir wie vor-















































































((p− k2)k1) + 2(k1k2)E
Q1




Weitere zum totalen Wirkungsquerschnitt beitragende Anteile erwarten wir aus der
Berechnung des Kreuzterms M21X12X +M
12X
21X der beiden fu¨hrenden Diagramme M12X
und M21X , welchen wir unter Verwendung der Diracgleichung in vier geeignete Ter-
































2 (/k2 − /p1 +m)γµ(/k2 − /p +m)γα(/p −m)γν(/k1 − /p +m)γβ(/k2 − /p1 +m)
=: T1 + T2 + T3 + T4 (E.38)





2 (/k1 + /k2 − /p +m)γµ/k2γα(/p −m)γν/k1γβ(/k1 + /k2 − /p +m) (E.39)
T2 = −2Sµν1 Sαβ2 pα(/k1 + /k2 − /p +m)γµ(/p −m)γν/k1γβ(/k1 + /k2 − /p +m) (E.40)





2 pαpν(/k1 + /k2 − /p +m)γµ(/p −m)γβ(/k1 + /k2 − /p +m) (E.42)
Wir beginnen mit der Berechnung von T4, wobei unter Verwendung der in Ab-





2 pαpν(/k1 + /k2 − /p +m)γµ(/p −m)γβ(/k1 + /k2 − /p +m)
= 4(/k1 + /k2 − /p +m) /A1(/p −m) /A2(/k1 + /k2 − /p +m) (E.43)
folgt. Nach Addition des komplex konjugierten Terms erhalten wir mit der bereits
bei der Berechnung der quadratischen Terme herangezogenen Argumentation zur
Unterscheidung potentiell fu¨hrender und nichtfu¨hrender Terme im differentiellen
Wirkungsquerschnitt das gena¨herte Ergebnis.
T4 + T 4
16
= P12 [−(A1A2)(/p −m) + (A1p) /A2 + (A2p) /A1] (E.44)
+ (/k2 − /p1 +m)
[







































− /pm2P12 − /px12
[







Analog erhalten wir fu¨r T2 zuna¨chst
T2 = −2Sµν1 Sαβ2 pα(/k1 + /k2 − /p +m)γµ(/p −m)γν/k1γβ(/k1 + /k2 − /p +m) (E.45)
= −4(/k1 + /k2 − /p +m) [(/p +m) + /A1] /k1 /A2(/k1 + /k2 − /p +m)
und
T2 + T 2 = −16P12
[
−(A2(A1 + p))/k1 + (A2k1) [(/p −m) + /A1] + (pk1) /A2
]
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− 16(/k1 + /k2 − /p +m)
[
−(A2(A1 + p))(k1(k2 − p)) (E.46)




2Q1 +Q2 − E
Q1
)[

















nach Addition des komplex konjugierten Terms. Da T3 + T 3 aus T2 + T 2 durch
Vertauschen der Photonindizes hervorgeht, erhalten wir sofort
T3 + T 3 ≈ 16x12(pk2)
(
Q1 + 2Q2 − E
Q2
)[

















Die Berechnung von T1 gestaltet sich ein wenig aufwendiger, verla¨uft aber analog
zur Berechnung von T2, T3 und T4 und wird daher in Abschnitt E.3 detailliert
dargestellt. Das Ergebnis ist











































































































































































2 (/k1 + /k2 − /p +m)γµ/k2γα(/p −m)γν/k1γβ(/k1 + /k2 − /p +m)


















2 (/k1 + /k2 − /p +m)γµ/k2γα/k1γβ(/k1 + /k2 − /p +m) (E.54)
td1 = −2gανSµν1 Sαβ2 (/k1 + /k2 − /p +m)γµ/k2(/p +m)/k1γβ(/k1 + /k2 − /p +m) (E.55)
Nach Ausfu¨hren der Polarisationssumme erhalten wir fu¨r ta1
ta1 = −4(/k1 + /k2 − /p +m)
[
/k2 − ( /A21 − /A1)
]
(/p −m) [/k1 − ( /A12 − /A2)] ·
(/k1 + /k2 − /p +m) (E.56)






















− 16(/k1 + /k2 − /p +m)
[







































Nach Summation u¨ber die Photonpolarisationen erhalten wir fu¨r tb1
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tb1 = 4(/k1 + /k2 − /p +m)
[
/k2 − /A21 + /A1
]
/k1 /A2(/k1 + /k2 − /p +m) (E.58)







/k1 + (k1k2) /A2 + (A2k1)
(
/k2 − /A21 + /A1
)]




(k1(k2 − p)) + (k1k2)(A2(k1 − p))
+ (A2k1)
(



















/p − 16x12m2(k1k2)/p (E.59)




















/p − 16x12m2(k1k2)/p (E.60)








td1 = −2gανSµν1 Sαβ2 (/k1 + /k2 − /p +m)
[
/k2γµ(/p +m)γβ/k1 − 2k1β/k2γµ(/p +m)
− 2k2µ(/p +m)γβ/k1 + 4k2µk1β(/p +m)
]
(/k1 + /k2 − /p +m)


















2 (/k1 + /k2 − /p +m)(/p +m)γβ/k1(/k1 + /k2 − /p +m) (E.64)
tdd1 = −8gανSµν1 Sαβ2 k2µk1β(/k1 + /k2 − /p +m)(/p +m)(/k1 + /k2 − /p +m) (E.65)
Wir erhalten fu¨r tdd1
tdd1 = −16 [(k1k2)(/k1 + /k2 − /p +m) + P12(/k1 + /k2)] ·[













































































Das letzte Stu¨ck tda1
tda1 = −2gανSµν1 Sαβ2 (/k1 + /k2 − /p +m)/k2γµ(/p +m)γβ/k1(/k1 + /k2 − /p +m)
= − 2m
(c1k1)(c2k2)
(/k1 + /k2 − /p +m)/k2
[
/k1/c 2(c1k2) + /k1/k2(c1c2)
+ /c 1/c 2(k1k2) + /c 1/k2(k1c2)
]
/k1(/k1 + /k2 − /p +m)
− 2(/k1 + /k2 − /p +m)/k2
[










/k1(/k1 + /k2 − /p +m) (E.71)






















































































und schließlich T1 + T 1















































E.4 Rechnungen zur Zwei–Photon–Splittingfunktion
Zur Bestimmung der Zwei–Photon–Splittingfunktion T (x1, x2) sind Integrale von
Funktionen zweier Polarwinkel und eines Azimuthwinkels zu berechnen. Dazu ver-








bei großen Werten von w0 von der folgenden Form ist:
Φ(w0) = A ln2w0 +B lnw0 + C (E.76)
Ableiten von (E.76) nach w0 und U¨bergang zum Limes w0  1 ergibt
w0Φ′(w0) = 2A lnw0 +B = z0
w0∫
0
[f(w,w0) + f(w0, w)] dw (E.77)
Um daher das zweifache Integral (E.75) mit einfachlogarithmischer Genauigkeit zu
rechnen, genu¨gt es, die eine Integration in (E.77) durchzufu¨hren. Wir wenden diese
































z1(1 + w1) (E.80)
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mit wi = ti/b, z1 := (1 − x1), z2 := (1 − x2)x1 und w0 = 2/b = s/m2. Nach















z1(1 + w1) [a(w1, w2) + b(w1, w2) cosφ]
(E.81)
a(w1, w2) = z1(1 + w1) + z2(1 + w2)− z1z2w1w2 (E.82)
b(w1, w2) = 2z1z2
√
w1w2 cosφ (E.83)


























F (w1, w2) = w21z
2
1(1− z2)2 + w22z22(1− z2)2 + 2w1w2z1z2(1− z1 − z2 − z1z2)
(E.86)
Wir berechnen die Koeffizienten A2 und B2 im Limes w0  1 nach einer weiteren









































F1(t) = a1t2 + b1t+ c1
F2(t) = a2t2 + b2t+ c2
(E.88)
und
a1 = z21(1− z2)2 = c2
b1 = 2z1z2(1− z1)(1− z2)− 4z21z22
c1 = z22(1− z1)2 = a2
∆1 = ∆2 = 4a1c1 − b22 = 16z31z32(1− z1 − z2)
(E.89)



































































= − 2(b1 + 2c1)
∆1
√














= − 2(b1 + 2a1)
∆1
√















2b21 − 4a1c1 + 2b1c1
a1∆1
√





























2b21 − 4a1c1 + 2b1a1
c1∆1
√





































a1 + b1 + c1 + 2c1 + b1
2w0
√




















































































































Mittels der oben vorgestellten Methode berechnen wir nun unter Verwendung der








































































































































































[z1(1− z2)I1 + z2(1− z1)J1 + z2(1− z1)I0 + z1(1− z2)J0] (E.110)
A4 = 0 (E.111)
B4 =
1
























































































































z1(1− z1)(1− z2)− z21z2
)
− z1z2













































z2(1− z1)(1− z2)− z22z1
)
− z1z2
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